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三点偏弦法复原轨面不平顺波形的理论及研究

程 樱，许玉德，周 宇，陈 文

（同济大学道路与交通工程教育部重点实验室，上海 201804）
摘要：弦测法是目前常用的轨面不平顺检测方法之一，通过研究30 mm+300 mm弦三点偏弦法的传递函数特性，给出幅频及

相频关系，并利用傅立叶级数展开、合成的数学模型，实现弦测法对轨面不平顺波形的复原。单一频率下的正弦波调试验

证了传递函数及傅立叶变换思路的准确性；通过比较正矢法及上海地铁波磨小车数据，分析其复原精度及可靠性，并针对

弦测法中所存在的问题提出相应的改善措施，为三点偏弦法的运用及推广提供了理论依据。
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准确测量掌握轨面不平顺的实际情况是实现对轨道平顺状态科学评定、监控管理的前提条件[1]。目

前，世界各国用来测量高低、轨向不平顺的方法可归纳为弦测法和惯性基准法两大类[2]。对于弦测法，国内

普通采用三点中弦法（又称正矢法）对轨向进行检测[3]，主要不足在于振幅增益随不平顺波长的变化较大，

应用受到局限[4]。对于高低不平顺，除惯性基准法外，国外部分轨检车也采用三点偏弦法（又称偏矢法）来

研究轨面短波不平顺[5]，本文重点研究三点偏弦法，并通过比较正矢法及其他测试手段，分析其复原精度及

可靠性，并针对偏矢法中所存在的问题提出相应的改善措施，为三点偏弦法的运用及推广提供参考。

1 三点偏弦法测量

1.1 三点偏弦法的基本原理

所谓三点偏弦法就是利用图1所示A，C两轮与轨道接触点的连续 ac 作为测量的“基准线”，将B轮与

轨道接触点 b 偏离这一弦线的数值 bd 作为轨面不

平顺的测量值，弦测值 bd 通过测量A，B，C三轮的轴

箱相对于车体主梁的位移按式（1）计算求得。

以相同轮重作用下轨道完全平顺的状态为“实际

基准线”（x 轴），轮轨接触点b偏离实际基准线的数值

bo′
2 ，即是轨面不平顺的实际值，用 M ( )x 来表示，bd

为弦测法的测量值，简称弦测值，用 y( )x 来表示，若

A，B，C 三轮的轮重相同，ad = a ，dc = b ，ac = l（弦

长），由于 M ( )x  l ，所以可认为 o′
1o

′
2 » a ，o′

2o′
3 » b ，

则弦测值 y( )x 与实际值 M ( )x 之间的关系可用式

（2）表示。
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y( )x =M ( )x - b
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×M ( )x - a - a

l
×M ( )x + b （2）

当轨面不平顺为正弦波[6]，即 M ( )x =F0 sin 2π
λ

x 时（ λ为正弦波波长）

y( )x =F0 sin 2π
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因此，传递函数

H ( )w = 1 - a
a + b

eiwb - b
a + b

e-iwa （w = 2π
λ

为正弦波的圆频率） （4）
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1.2 三点偏弦法传递函数的幅频及相频关系

现拟定弦长 l = 330 mm，其中 a = 30 mm，b = 300 mm，采用 30 mm+300 mm弦的三点偏弦法，根据式

（4）计算其传递函数，幅频及相频关系如图2（a），（b）所示。

当 λ < 189 mm时，振幅增益在0～2间振荡；

若传递函数过小，过度放大弦测值，引起剧烈振荡，因此需设定警戒线，考虑以0.1为限值。

当 λ > 189 mm时，振幅增益 < 1且随不平顺波长增加而递减。此时，传递函数只对弦测值只起放大作

用，复原波形具有偏安全性。

1.3 正弦波调试
假造一单一正弦曲线：y = 2 sin( )2π × x/50 （单位：mm），采样间距2 mm，原始波形与复原波形见图3。
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观察该区段主体段（去掉前15个，后150个无弦测值的点），在单一频率下，复原波形（实线）与原始波

形（虚线），图形相似，频率一致，幅值略有波动，但波动范围不大。其次，通过matlab调试[7]，复原波形的敏

感频率是20 Hz，与实际一致，且无相位偏差。

单一频率的正弦波调试验证了30 mm+300 mm弦在偏矢法测量不平顺时的传递函数（图2）的准确性

和偏矢法在理论上复原正弦波的可行性及可靠性。

1.4 等弦长下的偏矢法与正矢法比较

另外，考虑三点中弦法的传递函数为 H ( )wmid = 1 - cos( )lw/2 ，可得到同样弦长下的振幅增益比较图（振

荡部分）。

正矢法较之偏矢法，振荡更剧烈，有更多点落于“0”及“2”限值附近，因为，在正矢法中，若 l/λ为奇数

时，传递函数即为2，弦测值恒为实际值的2倍；若 l/λ为偶数时，传递函数即为0，此时无法复原，即使在0附

近，也会造成对弦测值的过度放大。因此，正矢法的复原准确性严重受到传递函数的制约。相较而言，偏

矢法传递函数更为复杂，振幅增益变化更为平缓，端值出现概率更低，如图4所示，30 mm+300 mm弦在波

长 λ > 30 mm范围内，其振幅增益已在（0，2）间平缓变化，且增益不在限值附近，这也是使用偏矢法比正矢

法更合理的一面。

2 利用傅立叶级数的展开、合成复原轨面不平顺

所谓傅立叶级数的展开、合成法，即把连续、随机的轨面不平顺曲线近似成周期的离散频谱，拆分成若
干个对应频率特性 H ( )w 的正弦波，形成测定波形 y( )x 的正弦频谱 y( )w ，分别在对应频率域内计算

M ( )w = y( )w /H ( )w ，再将 x( )w 反向傅立叶变换，合成连续波形，即轨面不平顺 M ( )x 。根据傅立叶级数展

开原理[8]

y(x)= å
k = -¥

¥

Yk × e
jwk x

（6）
其中：Yk =

1
T 0

T

y( )x × e
-jwk x

dx ; wk = 2πk/T ( k = 0±1±2 ... )
利用传递函数得 Mk = Yk ×

1
H ( )wk

，因此原波形 M ( )x = å
k = -¥

¥

Mk × e
jwk x

，合成复原。

注意到在 H ( )wk = 0 时是不可复原的。即使 H ( )wk 不为 0而非常接近于 0时，对弦测波形直接扩大

1/H ( )wk 倍，会使不平顺数据骤然放大，引起波形剧烈振荡，影响复原波形的可靠性，如前所述，必须设定

H ( )wk 的下限，避免过度放大。

3 数据测试

将上海地铁波磨小车所推的数据假设为轨道实际不平顺，随机选取一个实验段进行偏矢法弦测、复
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原，并与波磨小车数据进行对比，采样点4 096个，采样间距2 mm。

在某些长波高低不平顺中常含有弦测法所无法反映出的随轨道纵断面坡度变化的高程数据，这些均

值不为零，含有趋势项的数据，将导致谱密度值的错误，必须在进行谱密度处理分析之前，对数据进行预处

理，本研究采用多项式拟合通过最小二乘法来消除趋项。

观察图5，该区段主体段（去掉前15个，后150个无弦测值的点），复原数据、九阶去趋原始数据的不平

顺波峰、波谷值最大值均出现在同一位置。具体数据如下表1。

表1 该区段不平顺数据表
Tab.1 Data table of Track irregularity in the zone

峰值

波峰值

波谷值

峰峰值

复原数据/mm
0.712

-0.372
1.084

九阶去趋原始数据/mm
0.865

-0.309
1.174

振幅增益/%
-17.7
+20.4
-7.67

复原数据与九阶去趋原始数据之差的平均值为-0.002 mm，标准差为0.110 mm。

但是受弦测法本身的限制，无法准确反映区段首尾段不平顺情况，因此无法测得尾段的不平顺波峰值

（九阶去趋的尾段波峰值为0.143 mm）。同时局部区域出现了歪曲实际不平顺的正负方向及出现虚假图形

等弦测法本身所无法克服的缺陷。

将复原数据反向叠加九阶趋势项后，可整体反映原始轨面不平顺波形。

4 结语

本文重点研究了30 mm+300 mm弦偏矢法的复原情况，对于弦长对复原波形范围的影响，a b 取值对

传递函数的影响受篇幅影响，在此暂不讨论。
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通过研究30 mm+300 mm弦偏矢法的传递函数特性，给出了其幅频与相频关系，并利用傅立叶级数的

展开、合成法来实现弦测数据对轨面不平顺的复原。通过与正矢法和其他测试手段的比较，评估了偏矢法

的测试精度和可靠性。

1）30 mm+300 mm弦在偏矢法测量不平顺时的传递函数，当 λ < 189 mm时，幅值增益在0～2间振荡；

当 λ > 189 mm时，幅值增益<1，且随不平顺波长增加而递减。

2）在等弦长下，偏矢法传递函数的振幅增益更为平缓，落于限值附近的增益值更少，复原波形更为准

确，因此，在等弦长下，偏矢法优于正矢法。

3）弦测法本身具有夸大、缩小、歪曲实际不平顺的正负方向及出现虚假图形等无法克服的缺陷。对比

正矢法，偏矢法大大减小了虚假波形出现的概率；对原波形的夸大及缩小仍不可避免，但幅值整体的缩放

度较之正矢法减小了很多。从正弦波测试及现场数据统计分析分来看，偏矢法最大约30%的放大或缩小。

通过对现场实测数据的统计分析，了解偏矢法传递函数的幅频及相频关系，分析了传递函数对数据复

原的影响及偏矢法复原中存在的一些缺陷，为今后进一步研究偏矢法复原轨面不平顺以及针对性地指导

现场作业提供了一定的参考和依据。
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Theory and Research of Asymmetrical Chord Offset Method of
Restoring a Waveform of Track Irregularity

Cheng Ying，Xu Yude，Zhou Yu，Chen Wen

（Key Laboratory of Road and Traffic Engineering of the Ministry of Education，Tongji University，Shanghai 201804，China）

Abstract：Chord-based method is a common method of rail irregularity detection. Through studying transfer

function amplitude-frequency characteristics of 30 mm+300 mm Asymmetrical chord offset method，relation be-

tween amplitude-frequency and phase-frequency is given. By using the mathematical model of Fourier series

spreading and synthesizing，the restoration of track irregularity is realized. Single frequency sine wave debug-

ging verifies accuracy of the transfer function and the Fourier transform. By comparing the chord versed sine

method and Shanghai metro wave grinding data，the accuracy and reliability of three-point tapered chord meth-

od is analyzed. This paper also gives some problems and corresponding improving measures，which will help

provide a reference for the application of asymmetrical chord offset method.

Key words：asymmetrical chord offset method；transfer function；amplitude-frequency；phase-frequency；resto-

ration of track irregularity
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