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共形平坦Lorentz流形中具常平均曲率的超曲面
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摘要：设 M 是共形平坦 Lorentz 流形 Ln + 1
1 中具常平均曲率 H 的完备类空超曲面。如果 M 的法向量是 Ln + 1

1 的 Ricci 主方

向，C 是与 Ln + 1
1 的 Ricci 曲率的上、下确界有关的常数，则（1）当 H 2 C ，n = 2 或 n2 H 2 < 4( )n - 1 C ，n  3 时，M 全脐；（2）当

n2 H 2 = 4(n - 1)C ，n  3 时，M 是全脐球面 Sn 或是双曲柱面 H1( )r ´ Sn - 1( )t 。此结论推广与改进了文[2]与[3]中的结果。
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1 主要结果

设 M 是 de Sitter 空间 S n + 1
1 ( )c 中具有平常均曲率的完备的类空超曲面。 Goddard [1]提出了以下著名的

猜想：S n + 1
1 ( )c 中任一具常平均曲率的完备类空超曲面必是全脐的。 Akutagawa [2]和 Ramana th an [3]研究了

Goddard 猜想，并独立的得到：当 M 的平均曲率 H 满足 H 2  c ，n = 2 或 n2 H 2 < 4( )n - 1 c ，n  3 时，M 是全

脐的。

本文将外围空间推广到共形平坦 Lorentz 流形 Ln + 1
1 中，得到

定理 1 设 M 是共形平坦 n + 1 维 Lorentz 流形 Ln + 1
1 中具有常平均曲率 H 的完备类空超曲面，记

C =
2nr - ( )n + 1 R

n( )n - 1
且 C > 0 ，其中 R 与 r 分别表示 Ln + 1

1 的 Ricci 曲率的上、下确界。如果 M 的法向量是 Ln + 1
1

的 Ricci 主方向，则

1）当 H 2 C ，n = 2 或 n2 H 2 < 4( )n - 1 C ，n  3时，M 是全脐；

2）当 n2 H 2 = 4( )n - 1 C ，n  3 时，M 要么是全脐球面 Sn( )KL - 4( )n - 1 C/n2 ，要么是双曲柱面 H1( )r ´

Sn - 1( )t ，其中 r = ( )2 - n C ，t = n - 2
n - 1

C 。

当外围空间 Ln + 1
1 = S1

n + 1( )c 时，显然 M 的法向量是 S1
n + 1( )c 的 Ricci 主方向且 R = r = nc ，C = c ，由定理1

得

推论1 设 M 为 de Sitter 空间 S n + 1
1 (c) 中具有常平均曲率 H 的完备的类空超曲面，则

1） 当 H 2  c ，n = 2 ；n2 H 2 < 4( )n - 1 c ，n  3时，M 全脐；

2） 当 n2 H 2 = 4( )n - 1 c 时，M 是脐球面 Sn
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

( )n - 1
2

n2
c 或者是双曲柱面 H1( )r ´ Sn - 1( )t ，其中：

r = ( )2 - n c ，t = n - 2
n - 1

c 。
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注：推论1中的结论（1）为文献[2-3]中的结论，因此，定理1和推论1推广与改进了文献[2-3]中的结果。

2 公式与引理

设 Ln + 1
1 是 n + 1维的 Lorentz 流形，M 是 Ln + 1

1 的完备类空超曲面。各种指标范围规定如下

1 A,B,C n + 1；1  i, j,k n

不特别说明时，å 表示对重复指标求和。在 Ln + 1
1 上选取局部标准正交标架场 { }eA ，使得限制在 M

上，en + 1 与 M 正交，{ }ei 与 M 相切。设 { }ωA 是关于 { }eA 的对偶标架场，{ }ωAB 是 Ln + 1
1 的联络形式。 Ln + 1

1

的伪黎曼度量为 ds2 =åεA( )ωA

2
其中 ε1 = = εn = 1εn + 1 = -1。 Ln + 1

1 的结构方程为 [4]

dωA =åεBωAB ÙωBωAB +ωBA = 0 （1）

dωAB =åεCωAC ÙωCB -
1
2åKABCDεCεDωC ÙωD （2）

式中：KABCD 为 Ln + 1
1 的曲率张量分量。限制在 M 上，有

ωn + 1 = 0ωin + 1 =åhijωj （3）

dωi =åωij Ùωjωij +ωji = 0 （4）

dωij =åωik Ùωkj -
1
2åRijklωk Ùωl （5）

Rijkl =Kijkl - (hik hjl - hilhjk) 6）

式中：Rijkl 为 M 的曲率张量分量。分别定义 hijk 及 hijkl 如下

åhijkωk = dhij +åhkiωkj +åhjkωki （7）

åhijklωl = dhijk +åhljkωli +åhilkωlj +åhijlωlk （8）

则

hijk - hikj = -Kn + 1ijk （9）

hijkl - hijlk =åhmi Rmjkl +åhmj Rmikl （10）

Ln + 1
1 是共形平坦的，所以

KABCD =
1

n - 1( )εAδAC KBD - εAδAD KBC + εBδBD KAC - εBδBC KAD - K
n( )n - 1

εAεB( )δACδBD - δADδBC （11）

式中：KAC =åεB KABCB 为 Ricci 张量的分量；K =åεAKAA 为数量曲率。

因为 M 的法向量是 Ln + 1
1 的 Ricci 主方向，所以对任意 i 有

Kn + 1i = 0 （12）

由（11），（12），对任意 i jk 有

Kn + 1ijk = 0 （13）

引理1[5] 设 { }ai|1  i  n 是满足条件å
i

ai = 0 的 n 个实数，则

|

|
||

|

|
||å

i

a3
i  n - 2

n( )n - 1

æ
è
ç

ö
ø
÷å

i

a2
i

3 2

等式成立当且仅当 a1an 中至少有 n - 1个彼此相等。

引理 2[6-7] 设 M 是 Ricci 曲率有下界的 n 维完备黎曼流形，F 为 M 上有上界的 C2-函数，则对

"ε > 0$xÎM，使得

SupF - ε <F(x)  ÑF ( )x < ε DF ( )x < ε.
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引理 3［8］ 设 M 是 de Sitter 空间 S n + 1
1 (c) 中具常平均曲率 H 的完备类空超曲面，记 S+(c)= -nc +

n
2(n - 1)

é
ë

ù
û

n2 H 2 - (n - 2) ||H n2 H 2 - 4(n - 1)c 。如果 S = S+(c) ，则 M 一定是双曲柱面 H1(c1)´ Sn - 1(c2) 。

3 定理证明

由于 M 的平均曲率为常数 H ，所以åhiik = 0 。设 D是 M 的 Laplacian ，由（9）（10）有

Dhij = -åKn + 1kikj -åKn + 1ijkk +åhmk Rmijk +åhim Rmkjk （14）

将（6），（13）代入（14），则

Dhij =åhmk Kmijk +åhim Kmkjk - tr A3åhii + S2 （15）

式中A为矩阵 (hij) ；S 为 M 的第二基本形式模长的平方，因此

åhijDhij =åhijhmk Kmijk +åhijhim Kmkjk - tr A3åhii + S2 （16）

选取适当的 { }ei ，使得 hij = λiδij 。于是（16）改为

åhijDhij =
1
2åi j

( )λi - λj

2

Kijij - nHå
i

λ3
i + S2 （17）

令 f 2 = S - nH 2，由于 r  εAKAA R ，因此 ( )n + 1 r K  ( )n + 1 R ，结合（11）有

1
2å( )λi - λj

2

Kijij =
1

2( )n - 1 åi j
( )λi - λj

2æ
è

ö
ø

Kjj +Kii -
K
n

 1
2( )n - 1 åi j

( )λi - λj

2é
ë

ù
û

2r - 1
n
( )n + 1 R = nCf 2 （18）

不失一般性，假定 M 的平均曲率 H 非负。因为

å
i
( )λi -H = 0 ，å

i
( )λi -H

2
= f 2 ，å

i
( )λi -H

3
=å

i

λ3
i - 3Hf 2 - nH 3

由引理1有
n - 2

n( )n - 1
f 3 å

i

λ3
i - 3Hf 2 - nH 3 （19）

所以

-nHåλ3
i  -nH n - 2

n(n - 1)
f 3 - 3nH 2 f 2 - n2 H 4 （20）

由（17），（18），（20）得

åhijDhij  f 2
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úf 2 -

n( )n - 2

n( )n - 1
Hf + nC - nH 2 （21）

1
2
Df 2 = 1

2
DS =å( )hijk

2

+åhijDhij  f 2
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úf 2 -

n( )n - 2

n( )n - 1
Hf + nC - nH 2 （22）

由（6）式

Rii =å
j

Kijij +å
j
( )hijk

2

- nHhii =
1

n - 1åj( )¹ i

æ
è

ö
ø

Kjj +Kii -
K
n

+å
j
( )hijk

2

- nHhii 
2nr - ( )n + 1 R

n
- 1

4
n2 H 2

故 M 的 Ricci 曲率有下界。

给定正数 λ，令 F = -( )f 2 + λ
-1/2

，显然 F 是有上界的 C2 -函数，应用引理2，"ε > 0$xÎM ，使得

SupF - ε <F ( )x ,  ÑF ( )x < ε, DF ( )x < ε （23）

对 F 求微分及 Laplace 算子有[9]

FDF = 3 ÑF
2 - 1

2
F 4Df 2 （24）
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由（23）、（24）有
1
2

F 4( )x Df 2( )x = 3 ÑF
2( )x -F ( )x DF ( )x < ε[ ]3ε -F ( )x （25）

选 取 数 列 { }εm ，使 {εm}® 0(m®¥) ，对 每 一 个 m ，存 在 点 xmÎM ，使 得（25）成 立 ，而 且

εm[ ]εm +F ( )xm ® 0( )m®¥ 。再由（24），F ( )xm > SupF - εm ，{ }F ( )xm 是有界数列，因此 { }F ( )xm 有极限，不

妨设极限为 F0 ，即 F ( )xm ®F0 ，因此 F0  SupF 。故 F0  SupF ，再由 F 的定义，有

f (xm)® f0 = Supf

由（22），（25）有

εm[ ]3εm -F ( )xm >F 4( )xm Df 2( )xm F 4( )xm f 2( )xm

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úf 2( )xm -

n( )n - 2

n( )n - 1
Hf ( )xm + nC - nH 2 （26）

当 m®¥时，因此

f 2
0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úf 2

0 -
n( )n - 2

n( )n - 1
Hf0 + nC - nH 2  0 （27）

当 H 2 C ，n = 2 时，由（27）有

f 2
0 [ ]f 2

0 + 2( )C -H 2  0

因此，f 2
0 = 0 ，即 f 2 = 0 ，M 全脐。

当 n2 H 2 < 4( )n - 1 C ，n  3时，因为（27）左端的第二个因式可以看成是关于 f0 的二次三项式，其判别式

D = n
n + 1[ ]n2 H 2 - 4( )n - 1 C < 0

故此，二次三项式恒正。因此由（27）有 f 2
0 = 0 ，即 f 2 = 0 ，M 全脐。

当 n2 H 2 = 4( )n - 1 Cn  3时（21）（22）分别变为

åhijDhij ³ f 2æ

è
çç

ö

ø
÷÷f - n - 2

n
C

2

（28）

1
2
Df 2 =å( )hijk

2
+åhijDhij  f 2( f - n - 2

n
C )2 （29）

（27）变为

f 2
0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷f0 - n - 2

n
C

2

 0 （30）

因此，上式有 f 2
0 = 0 或 f0 = n - 2

n
C 。

若 f 2
0 = 0 ，即有 f 2 = 0 ，M 全脐，由（6），M 的截面 KL - 4( )n - 1 C/n2 = æ

è
ö
ø

Kjj +Kii -
K
n

-4( )n - 1 C/n2 

( )n - 1 ( )n2 - 4 C/n2 > 0 ，所以 M 是脐球面 Sn( )KL - 4( )n - 1 C/n2 。

若 f0 = n - 2
n

C ，则 f  n - 2
n

C 。以下分两种情况讨论。

（i）当 f < n - 2
n

C 时，选取适当 { }ei ，使得 hij = λiδij 。由 n2 H 2 = 4( )n - 1 C ，Kijij =Kjj +Kii -
K
n
 ( )n - 1 C

及（6）有

Rii =å
j

Kijij + h2
ii - nHhii  ( )n - 1 C + h2

ii - nHhii = æè
ö
ø

λi -
nH
2

2

 0

38



第2期 吴泽九：共形平坦Lorentz流形中具常平均曲率的超曲面

事实上 Rii ¹ 0 ，否则矛盾，这是因为，如果 Rii = 0 ，则有 λi =
nH
2

，因此

å
j ¹ i

λ2
j = S - λ2

i = f 2 + nH 2 - n2 H 2

4
<C

另一方面

å
j ¹ i

λ2
j 

1
n - 1

(å
j ¹ i

λj)
2 = 1

n - 1( )nH - λi

2
=C

这显然是一个矛盾。因此 M 的 Ricci 曲率恒大于零。由 Bonnet - Myers 定理知 M 紧致。故由（27）及

Hopf 引理， f 2 = 0 ，M 全脐。由（6），此时 M 的截面曲率为 KL - 4( )n - 1 C/n2 > 0 ，M 是脐球面

Sn( )KL - 4( )n - 1 C/n2 。

（ii）当 f = n - 2
n

C 时，f 是正常数，此时 M 不全脐。由（28）（29）有

hijk = 0 （31）

åhijDhij = 0 （32）

因此，（21）及（28）式等号成立，且（18），（19）全变成等式。

当（19）变成等式时，由引理 1，可假定 λ1 ¹ λ2 = = λn 。由于 Kjj - r  0Kii - r  0 及 R - εAKAA  0当

（18）等号成立时，有

å
i j
( )λi - λj

2é
ë
ê

ù
û
ú( )Kjj - r + ( )Kii - r + 1

nåA ( )R - εAKAA = 0

所以
K11 =K22 = =Knn = r,K11 =K22 = =Knn = -Kn + 1n + 1 =R

从而 εAKAA = r =R ，Ln + 1
1 是爱因斯坦空间。 Ln + 1

1 共形平坦，所以 TLn + 1
1 中由 eA 与 ei 所张成的非退化2-平面

的截面曲率为

K ( )eA Ù ei = 1
n - 1

æ
è

ö
ø

Kii + εAKAA -
K
n

=C （33）

因此，Ln + 1
1 是常曲率空间 S1

n + 1(C) 。

选取适当 { }ei ，使得 hij = λiδij 。在（4）式中，令 i = j ，有 ωii = 0 ，在（7）式中，令 i = j ，由（31）（7）有

0 = dλi + 2å
k

hkiωki = dλi + 2λiωii = dλi

因此，λi 为常数，再由（7）有

0 = λiωij + λjωji = ( )λi - λj ωij （34）

因为 λ1 ¹ λ2 ，由上式得

ω12 = 0 （35）

由（5）和（35）有

0 = dω12 =åω1k Ùωk2 -
1
2åR12klωk Ùωl

如果对某一 k 使得 ω1k ¹ 0和ωk2 ¹ 0 ，则由（34）有 λ1 = λk = λ2 ，这与 λ1 ¹ λ2 矛盾，因此åR12klωk Ùωl = 0 ，故

R1212 = 0 （36）

由于（6），（33）和（36）有

λ1λ2 =C （37）

λ1 + ( )n - 1 λ2 = nH （38）
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λ2
1 + ( )n - 1 λ2

2 = S （39）

由（37）和（38）及 n2 H 2 = 4( )n - 1 C 有

λ1 = C( )n - 1 ，λ2 = C/( )n - 1

再由（39）及 n2 H 2 = 4( )n - 1 C 有

S = nC = S+( )1

故由引理3，M 是 S1
n + 1( )C 的双曲柱面 H1( )r ´ Sn - 1( )t ，其中：r = ( )2 - n C ，t = n - 2

n - 1
C 。定理1得证。
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Hypersurfaces with Constant Mean Curvature in a Conformally Flat
Lorentzian Manifold

Wu Zejiu

（School of Basic Sciences，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：Let M be a complete space-like hypersurface with constant mean curvature H in a conformally flat

Lorentzian manifold Ln + 1
1 . Assume that the normal vectors of M be the main Ricci direction of Ln + 1

1 and C be

a constant related to the supremum and infimum of Ricci curvature of M .（1）If H 2 C when n = 2 or

n2 H 2 < 4(n - 1)C when n  3 ，then M is a totally umibilic hypersurface ；（2）If n2 H 2 = 4(n - 1)C when n ³ 3 ，

then M is a totally umibilic sphere or a hyperbolic cylinder H1(r)´ Sn - 1(t) . The corresponding results in [2]

and [3] are generalized.

Key words：conformally flat；Lorentzian manifold；totally umbilical；hypersurface
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