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图的符号控制数的下界
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摘要：设 G 是一个图，一个函数 f:V®{ }-1+1 如果 å
vÎN[u]

f (v) 1 对于每个点 uÎV 成立，则称 f 为图 G = (VE) 的一个符号

控制函数。一个图 G 的符号控制数定义为 γs(G)= min
ì
í
î

ü
ý
þ

å
vÎV (G)

f (v)| f 为图G的符号控制函数 。该文主要给出了一个图 G 的

符号控制数 γs(G) 的若干新下限，并刻划了满足 γs(G)= ||V (G) 的所有图 G 。
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1 引言及定义

本文中所指的图均为无向简单图，文中未说明的符号和术语同文献[1]。

图的控制理论是图论中的重要分支，美国图论学者W. T. Haynes等人在1998年出版的专著[2]较为系统

地综述了这一领域的一些主要研究成果，E. J. Cockayne等[3]引入了图的控制多种变化形式。近来人们已经

将图的点控制概念转向研究图的边控制问题[4]，并获得了一些初步的研究成果[5-7]，尤其是对图的符号控制

和符号边控制，得到许多新的结论 [8]。在本文中，将继续探讨图的符号控制数的新下界，并刻划满足

γs(G)= ||V (G) 的所有图 G 。

设 G 为一个图，NG(v)为v 点在 G 中的邻域，NG[v]=NG(v){v}称为 v 点的闭邻域。 δ和 Δ 分别为图

G 的最小度和最大度，有时 NG(e) 和 NG[e]分别简记为 N(e) 和 N[e]。

定义[8] 设 G 是一个图，一个函数 f:V®{ }-1+1 如果满足 å
vÎN[u]

f (v) 1 对于每个点 uÎV 成立，

则 称 f 为 图 G = (VE) 的 一 个 符 号 控 制 函 数 。 一 个 图 G 的 符 号 控 制 数 定 义 为 γs(G)=

min
ì
í
î

ü
ý
þ

å
vÎV (G)

f (v)| f 为图G的符号控制函数 。

2 主要结果及其证明

本节主要给出图的符号控制数的若干新的下界，并刻划了满足 γs(G)= ||V (G) 的所有图 G 。

定理1 对于任意 n 阶图 G ，D和 δ分别为图 G 的最大度和最小度，则有

γs(G)
n - (Δ - δ)æ

è
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Δ
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- 1
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证明 记图 G 的度序列为 δ = d1  d2  dn =Δ，V (G)={ }v1v2vn ，di = dG(vi) (i = 12n) 。

设 f 为图 G 的一个最小符号控制函数，即 γs(G)= å
vÎV (G)

f (v) 。由定义知：由于对每一个点 vi ，

å
uÎN[vi]

f (u) 1，从而有å
i = 1

n

å
uÎN[vi]

f (u)  n ，即得

å
viÎV (G)

[ ](di + 1) f (vi)  n （1）

令 A ={ }uÎV | f (u)= 1 ，B ={ }uÎV | f (u)= -1 。考察G 的最大度点 vn 的闭邻域 N[vn]，设 N[vn]中有 α个

A 中点，有 β 个 B 中点，可见满足 {α + β =Δ + 1
α - β  1

得 α  Δ
2
+ 1 ，注意到 α为整数，所以 ||A  α  é

ê
ê
ù
ú
ú

Δ
2

+ 1 ，故有

||B  n - é
ê
ê
ù
ú
ú

Δ
2

- 1。

另一方面，由（1）式得到

( )Δ + 1 å
vÎA

f ( )v + ( )δ + 1 å
vÎB

f ( )v  n （2）

在（2）式两边同加上 (Δ + 1)å
vÎB

f (v) 得到

(Δ + 1)å
vÎV

f (v)  n + (Δ - δ)å
vÎB

f (v)  n - (Δ - δ)æ
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ú
ú

Δ
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- 1

因此，γs(G)= å
vÎV (G)

f (v) 
n - (Δ - δ)æ

è
ç

ö
ø
÷n - é

ê
ê
ù
ú
ú

Δ
2

- 1

D+ 1
，定理证毕。

由上述定理可直接得到下面的已知结论：

推论1 对任意 n 阶 r 正则图 G ，均有 γs(G) n
r + 1

。

定理2 设 n 阶连通图 G 的度序列为 δ = d1  d2  dn =Δ，其直径为 d = d(G) ，令 t = é
ê

ù
ú

d + 1
3

，则有

γs(G)

n - (Δ - δ)
æ

è
çç
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i = 1

t é
ê
ê
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di

2

D+ 1
证明 由条件知 G 中存在一条路 Pd + 1 = (v0v1v2vd) ，使得 v0与 vd 在 G 中的的距离 dG(v0vd)= d ，可见

Pd + 1 中有 t 个点 v3i(i = 012 t - 1) ，使得 NG[v3i]NG[v3j]= ϕ (0  i ¹ j  t - 1) 。

设 f 为 图 G 的 一 个 最 小 符 号 控 制 函 数 ，即 γs(G)= å
vÎV (G)

f (v) 。 令 A ={ }uÎV | f (u)= 1 ，

B ={ }uÎV | f (u)= -1 。考察 Pd + 1 中这 t 个点 v3i(i = 012 t - 1) 的闭邻域 N[v3i] ，由定义知 N[v3i] 中至

少有
é
ê
ê
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ú
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2

+ 1个点在 A 中，因此有
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故 ||B  n - t -å
i = 1

t é
ê
ê

ù
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di

2
。与定理1证明一样得到

( )Δ + 1 å
vÎA

f ( )v + ( )δ + 1 å
vÎB

f ( )v  n

两边同加上 (Δ + 1)å
vÎB

f (v) 得到
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(Δ + 1)å
vÎV

f (v)  n + (Δ - δ)å
vÎB

f (v)  n - (Δ - δ) ||B  n - (Δ - δ)
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di

2

注意到 γs(G)= å
vÎV (G)

f (v) ，因此 γs(G)
n - (Δ - δ)(n - t -å

i = 1

t é
ê
ê

ù
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di

2
)

Δ + 1
，定理证毕。

定理3 对于任意 n 阶无三角形图 G ，D和 δ分别为图 G 的最大度和最小度，则有

γs(G)
n - (Δ - δ)æ
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÷n - é

ê
ê

ù
ú
ú
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2

- 1

Δ + 1
证明 当 Δ = 0 时，G 为空图，定理成立，下设 D  1 。设 f 为图 G 的一个最小符号控制函数，即

γs(G)= å
vÎV (G)

f (v) 。令 A ={ }uÎV | f (u)= 1 ，B ={ }uÎV | f (u)= -1 。取图 G 的一个最大度点 u ，d(u)=Δ，w

为 u 的一个邻点，d(w) δ，由定义知 N[u] 中至少有 é
ê
ê
ù
ú
ú

Δ
2

+ 1个 A 中的点，N[w] 中至少有 é
ê
ù
ú
δ
2

+ 1个 A 中的

点，由于 G 是无三角形图，N[u]N[w]={ }uw ，故 N[u]N[w] 中至少有 é
ê
ê

ù
ú
ú

Δ + δ
2

个 A 中的点，即

||A  é
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，从而 ||B  n - é
ê
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。

与定理1证明一样得到

( )Δ + 1 å
vÎA

f ( )v + ( )δ + 1 å
vÎB

f ( )v  n

两边同加上 (Δ + 1)å
vÎB

f (v) 得到

(Δ + 1)å
vÎV

f (v)  n + (Δ - δ)å
vÎB

f (v)  n - (Δ - δ) ||B  n - (Δ - δ)æ
è
ç

ö
ø
÷n - é

ê
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Δ + δ
2

因此 γs(G)= å
vÎV

f (v) 
n - (Δ - δ)æ

è
ç

ö
ø
÷n - é

ê
ê
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Δ + δ
2

D+ 1
，定理证毕。

下面来刻划满足 γs(G)= ||V (G) 的图 G 。

给定一个图H，如果H的每个点都增加一些悬挂边（每个点至少增加一条悬挂边），所得的图 G 称为 H

的一个全冠图。

定理4 设 G 为一个 n 阶连通图 (n  2) ，则 γs(G)= n 当且仅当 G 是一个连通图的全冠图。

证明 （充分性）设 G 是一个连通图 H 的全冠图，设 f 为图 G 的一个最小符号控制函数，即

γs(G)= å
vÎV (G)

f (v) 。对于 G 中任意点 u ，则必有 dG(u)= 1或者 uÎV (H) ，后者 u 点必与 G 中的 1度点 w 邻

接。均由定义得知 f (u)= 1，从而 γs(G)= å
uÎV

f (u)=n 。

（必要性）若 γs(G)= n ，则对 G 的任意一个符号控制函数 f 和 G 的任意点 u ，均有 f (u)= 1 。 令

V1 ={ }vÎV (G)|dG(v)= 1 。

若V1 =V (G) ，由于 G 为连通图，故 G =K2 ，即 G 为 K1 的全冠图。

若V1 ¹V (G) ，令V0 =V (G)\V1 ，可见V0 ¹ ϕ，记 H =G[V0] 为V0 在 G 中的导出子图，显然 H 为一个连通

图。

下证图 G 是图 H 的一个全冠图，即证 H 的每个点在 G 中均与 G 中的1度点邻接。

（反证）假若存在 uÎV (H) ，使得 NG(u)V1 = ϕ，即在 G 中 u 点到V1 中任何点的距离均不小于2，定义
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图 G 的一个符号控制函数 f 如下：f (u)= -1；当 v ¹ u 时 f (v)= 1。故 γs(G) å
wÎV (G)

f (w)=n - 2 ，与 γs(G)= n

矛盾，定理证毕。

对于不连通图 G ，考虑 G 的每个分支，由上述定理可直接得出下面结论。

推论2 对任意图 G ，则 γs(G)= ||V (G) 当且仅当 G 的每个分支均为 K1 或者为一个连通图的全冠图。
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The Lower Bounds of Signed Domination Numbers in Graphs

Xu Baogen，Ding Zongpeng，Luo Xi

(School of Basic Sciences，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China)

Abstract: Let G = (VE) be a graph，a function f:V®{-11} is said to be the signed dominating function

(SDF) of G if å
VÎN[u]

f (v)> 1 holds for every vertex uÎV (G) . The signed domination number γs(G) of G is de-

fined as γs(G)=min
ì
í
î

ü
ý
þ

å
vÎV (G)

f (v)|f is an SDF of G . In this paper，we mainly give some new lower bounds of the

signed domination number γs(G) of a graph G ，and characterize all graphs G satisfying γs(G)= ||V (G) .
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