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摘要：可逆逻辑是最近几年迅速发展起来的新兴研究领域，由于它在传递信息时能减少能量损耗而引起各方面越来越多的

关注。该文设计了一种新型的4×4可逆逻辑门——NC门，该门能够独立实现可逆BCD溢出检测逻辑电路。同时，借助作者

曾经设计的4×4可逆加法电路——ZS门，设计出一种新型可逆BCD加法电路。设计的电路与以往的相比，无论是在门的数

量上还是在垃圾输出的数量上都达到最优的效果。
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在过去的几十年中，人们一直关注计算机能量损耗问题。20世纪60年代，科学家Landauer［1］指出在高

科技技术与系统中，当电路采用的是不可逆操作时，都会有能量损耗问题，并且每传递 1 bit信息会损耗

ln2kT的热量，k = 1.38  ´ 10-23 J·K-1，T是相对应的温度。能耗问题会导致计算机中的芯片发热，极大地影响

了芯片的集成度，从而限制计算机的运行速度。1973年科学家Bennett［2］发现能耗问题来源于计算过程中

的不可逆操作，当计算过程采用可逆操作时，就不会有能量损耗问题。因此，可逆逻辑在最近十几年中引

起各方面越来越多的关注，并且已经运用在多种领域，如光学计算机、纳米技术、量子计算机等。可逆逻辑

运用最突出的领域在于量子计算机。

量子计算机是以量子力学原理直接进行计算的计算机。量子计算机以量子物理的过程来运行，利用

量子态的叠加、量子态的纠错及干涉等性质进行信息处理。量子计算机与经典计算机不同之处在于，对于

经典图灵计算机来说，信息或者数据由二进制数据位存储，每一个二进制数据位由0或1表示，每个数据位

要么是0，要么是1，两者必取其一。而量子计算机虽然也由存储器和逻辑门网络组成，但是量子计算机用

自旋或者二能级态构造出量子计算机的数据位，称之为量子位（qubit）［3］。量子位采用二能级量子系统，二

能态分别代表 0和 1。一个 qubit就是一个二维希尔伯特空间（Hilbert），它的状态可以落在 |0 > 和 |1 > 之

外，即叠加态，可表示为 |Ψ > = α|0 > + β|1 > ，且 |α|2 + |β|2 = 1。得到 0的概率为|α|2，得到 1的概率为|β|2，其中

α，β为复数，代表可连续取值几率幅。α，β不同，则量子位储存的信息不同，所以一个量子比特位所能表示

的信息量远多于一个经典比特位。n个经典比特位只能储存n个一位二进制数或者一个n位二进制数，而

n个量子位却可以同时储存 2n 个n量子比特二进制数，储存能力提高了 2n 倍。

在量子信息理论中，量子线路是由若干可逆逻辑门级联构成，它是对量子信息作一系列幺正变换以实

现电路功能。n量子比特门可以用相应的 2n ´ 2n 的矩阵来表示，就像单量子比特的量子门可以由 2 ´ 2 矩

阵给出。这些量子比特门的相应矩阵U要满足的条件是酉性，即 U +U = I 。其中 U + 是 U 的共轭转置矩

阵。一些经典线路特有的概念在量子线路中通常不出现。首先，量子线路不允许出现回路，即从线路的一

部分到另一部分的反馈，也就是说量子线路是无环的。其次，经典线路允许连线汇合，即所谓扇入操作，导
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致单连线包括所有输入位的按位或，显然这个操作是不可逆的，因而也是非酉的，因此在量子线路中我们

不允许出现扇入。最后，相反的操作，扇出，即产生一比特的对个拷贝在量子线路中也是不允许的［4-5］。

BCD码是最基本、最简单的一种编码方案，应用十分广泛。这种编码方案是将每个十进制数字用四位

二进制数表示，按自然二进制的规律排列且指定前面10种代码依次表示0~9这10个数字［6］。文章设计了

新的 4 ´ 4 可逆门——NC门，该门不但能够独立地完成BCD加法电路的溢出检测电路，而且将门数量和垃

圾输出数量减到最优。并在此基础上，利用可逆ZS门［7］设计出可逆BCD加法电路。设计出的BCD加法电

路无论在门的数量上还是在垃圾输出的数量上都是最优的。

1 基本可逆逻辑门的介绍

现在已经存在很多量子可逆逻辑门，如Feynman门［8］，New Toffoli 门［9］，ZS门。

1.1 Feynman门

Feynman门（FG）有两个输入量子比特，分别是控制量子比特和目标量子比特。它所实现的功能为当

控制量子比特为0时，目标量子比特不变；而当控制量子比特为1时，目标量子比特将反转。FG的线路如

图1所示。其中，P，Q为FG的两个输出量子比特，FG能够实现线路的复制功能。当B=0时，可得到两个相

同的输出A。因此，FG能够实现可逆逻辑线路的扇出。

1.2 New Toffoli 门

New Toffoli 门，又叫Peres 门（PG）。该门有 3个输入比特和 3个输出比特，如图 2所示。当设置C=0

时，可实现一个半加法器的功能。

1.3 可逆ZS门

ZS门有4个输入量子比特和4个输出量子比特，如图3所示。当将ZS门的第四输入置0，便可以得到

量子全加法器［7］。

2 新型可逆BCD加法电路

2.1 新型4×4可逆NC门

NC门（NCG）有 4个输入量子比特和 4个输出量子比特，如图 4

所示。该电路是从左向右读，电路中每一行代表一个量子线路。其

真值表如表 1所示，从真值表中可看出NC门的给定输入量子比特

A，B，C，D可唯一确定其输出量子比特P，Q，R，S。如果想恢复原来

的输入量子比特，只需在其输出端给出另一个NC门即可。给定输

入可以确定其输出，同时给定输出可以得到其唯一的输入，从而可

以验证该NC门满足可逆的要求。

2.2 可逆逻辑线路的特点

在设计新型可逆BCD加法电路之前，首先得弄清楚可逆逻辑线路的特点。从第一、二节介绍的可逆

门中得出，可逆逻辑线路与经典线路有所不同，它具有如下特点［5］：

1 输入线数与输出线数要相等；2 没有扇出与扇入；3 没有循环和反馈；4 电路分层级联，有时为保

证电路可逆性需要人为添加一些垃圾输出位，即没有用的数据位。

图1 Feynman门
Fig.1 Feynman gate

图2 Peres 门
Fig.2 Peres gate

图3 ZS门
Fig.3 ZS gate

图4 NC门
Fig.4 NC gate
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当我们在设计可逆BCD加法电路时，为了将线路达到最优效果，设计时应考虑：

1 运用最少的垃圾输出数量；2 运用最少的输入常数；3 保持最少的级联长度；4 运用最少的门数

量；5 量子代价达到最优效果；6 运用最少的逻辑线路的单位延迟。

2.3 经典BCD加法电路

BCD加法电路是两个一位BCD码相加，如果它们的相加之和小于或等于9，即二进制为1001时，则输

出正确结果。如果相加之和大于或等于 10，即二进制为 1010时，则需要加 6（0110）修正，并向高位进位。

进位可以在首次相加或修正时产生。为此，需要一个校正电路，校正（修正）电路应是个判9电路，当和小于

或等于9时加0000；当和大于9时加0110，这样就实现了校正。举例说明：例5+6=11，利用8421码相加时，

应写为 0101+0110=1011，正确结果为 11，即 00010001。但 1011不是正确结果，并且大于 9（1001），应加 6

（0110）进行修正。1011+0110=10001，结果正确。用 S3 S2 S1 S0 来表示相加的和，C3 表示相加结果产生的进

位，可以得到它的校正函数为 Cout =C3 + S3(S2 + S1) 。因为BCD码的取值范围为 0~9，相加的最大和为 18，

故 C3 与 S3( )S2 + S1 不能同时取到 1，所以我们可以用“ Å ”（异或）来取代“+”，故表达式可写成

Cout =C3ÅS3(S2 + S1)
［6］。经典BCD加法电路如图5所示。

2.4 新型可逆BCD加法电路的设计与实现

从前面介绍的原理中可得出，可逆BCD加法电路分三个部分：1 可逆串行进位四位二进制加法器；

2 可逆BCD加法器溢出检测逻辑电路；3 可逆BCD加法器溢出校正逻辑电路。

2.4.1 可逆串行进位四位二进制加法器

利用所设计的一位量子全加法器串接，就可以实现位数大于1位的两个量子比特数相加的逻辑功能电

路。因为给一个ZS门其相应的输入可设计出一位量子全加法器，并且只产生两个垃圾输出。因此为了得

到4位串行进位四位二进制加法器的电路，该文将4个ZS门串行相接。其特点是被加数和加数的各位能

同时进行输入到各全加器的加数输入端，而各位全加器的进位输入则是按照由低位向高位逐级串行传送

的，各进位形成一个进位链。如图 6所示，A3，A2，A1，A0是一个二进制加数；B3，B2，B1，B0是另一个二进制加

数；C-1为低位的进位输入；C3为高位的进位输出；S3，S2，S1，S0为相加的和数，G1到G8为产生的垃圾输出。

2.4.2 可逆BCD加法器溢出检测逻辑电路

从上述介绍的原理看出，当 S3S2S1S0  1001 时，就需要将和加上 0110，得出它的校正函数为

Cout =C3ÅS3(S2 + S1) 。将校正函数等换成：

Cout =C3ÅS3(S2 + S1) = C3ÅS3ÅS3

-
S2

-
S1 （1）

A
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
1
1
1
1

B
0
0
0
0
1
1
1
1
0
0
0
0
1
1
1
1

C
0
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1

D
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1

P
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
1
1
1
1

Q
0
0
0
0
1
1
1
1
0
0
0
0
1
1
1
1

R
0
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1

S
0
1
0
1
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1
0

表1 NC门真值表

Tab.1 True table of NC gate

图5 经典BCD加法电路
Fig.5 Classical BCD adder circuit
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如图4所示，将S1，S2，S3，C3设为NC门的4个输入，可得出其4个输出为S1，S2，S3，Cout= C3ÅS3ÅS3
-
S2
-
S1 ，如

图6所示。因此NC门能够独立实现可逆BCD加法器溢出检测逻辑电路。因为NC门前3个输出S1，S2，S3

在溢出校正逻辑电路中用到，第4个输出为 Cout ，不仅不需要增加FG门来复制 S1 ，S2 ，S3 ，还没有产生任

何垃圾输出数量。所以NC门设计的可逆BCD加法器溢出检测逻辑电路比现存在的几个可逆BCD加法器

溢出检测逻辑电路无论在门数量、垃圾输出数量还是在逻辑延时数量上都有了很大的提高。将在第3章新

型可逆BCD加法电路性能分析中详细解释。

图6 新型BCD加法电路
Fig.6 New BCD adder circuit

2.4.3 可逆BCD加法器溢出校正逻辑电路

可逆BCD加法器溢出校正逻辑电路就是上面所述的校正（修正）电路，当检测结果判断 Cout = 0 时，

S3S2S1S0 + 0000 ；当检测结果判断 Cout = 1时，S3S2S1S0 + 0110 。如图 6所示，这里使用两个PG门做一个量

子半加法器；ZS做一个量子全加法器；三个门通过级联的形式，完成了可逆BCD加法器溢出校正逻辑电

路。将上述这三部分级联在一起就构成了可逆BCD加法电路，如图6所示。该图中层与层之间是相互级

联的关系，每一层的输出都将作为下一层的输入，并充分考虑不同层次的线路的“级联”以减少线路的无用

输出数量，从而达到该可逆BCD加法电路结构最优化。

3 新型可逆BCD加法电路的性能分析

在可逆 BCD 加法器溢出检测逻辑电路中，

该文设计出新型的可逆门即 NC 门来完成可逆

BCD 加法器溢出检测逻辑电路，比现有的文献

［10-13］中的可逆 BCD 加法器溢出检测逻辑电

路，无论在门的数量上还是在垃圾输出数量上都

达到最优的效果，具体如表2所示。

文献［11］运用了3个Toffoli门，文献［12］运

用了 3 个 New 门，文献［13］运用了 2 个 New 门

和 1个Toffoli门，它们都产生了 6个垃圾输出，3

个单位延迟。文献［14］运用了 2个Fredkin门和

表2 可逆BCD加法器溢出检测逻辑电路的性能分析

Tab.2 Parameters analysis of BCD overflow detection logic

文献

文献[10]
文献[11]（没有

考虑扇出）

文献[12]

文献[13]

本文

门数量

3

3

3

3

1

垃圾输

出数量

6

6

6

1

0

单位延迟

3

3

3

3

1

4
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1个Toffoli门，产生了1个垃圾输出和3个单位延迟。

这里，垃圾输出数量是指无用的输出数量。因为在可逆逻辑门其输入输出数量必须相等，同时其输入

矩阵和输出矩阵必须呈现出一一对应的关系。也就是说，输入矩阵可以被输出矩阵唯一重构，而输出矩阵

也可以被输入矩阵唯一表示。为了满足这种一一对应的关系，保证输入输出之间数量上的相等，不可避免

的会产生出一些不需要的输出数量。在设计时将垃圾输出数量减到最少，电路的效果就越好。单位延迟

是指从每个门作为单位时间来计算，信息从输入端开始传递到输出端开始接收之间的时间间隔。延迟越

小，数据的传输率越高，性能就越好。

从图6中得出，本文设计的可逆BCD加法电路运用了4+1+3=8个可逆门、产生了8+0+3=11个垃圾输

出、4+1+3=8个单位延迟；而现有的文献中，文

献［10］中用了 23 个可逆门、产生 22 个垃圾输

出、21个单位延迟；文献［11］中用了 11个可逆

门、产生 22 个垃圾输出、11 个单位延迟；文献

［12］中用了 14个可逆门、22个垃圾输出、13个

单位延迟；文献［13］中用了 10个可逆门、产生

11 个垃圾输出、10 个单位延迟。经过比较之

后，发现文中设计的可逆BCD加法电路是无论

在门的数量上，还是在垃圾输出，逻辑延时上

都达到最优。具体比较于表3所示。

4 结论

主要介绍了在经典BCD加法电路的基础上用可逆门设计出可逆BCD加法电路。提出了新型 4 ´ 4 可

逆逻辑门——NC门，该门不但能够独立实现可逆BCD溢出检测逻辑电路，还能减少电路中门数量和垃圾

输出数量，将电路达到最优的效果。在此基础上，利用现有的可逆门——ZS门设计出可逆BCD加法电路，

同时分析了该电路的门数量、垃圾输出数量、单位延迟，分析得出本文设计的可逆BCD加法电路不仅在门

数量、垃圾输出数量还是在单位延迟上比现有的效果都要好。

可逆逻辑已经运用在光学计算机、纳米技术、量子计算机等多种领域。而本文可逆BCD加法电路正是

在可逆计算领域的一些尝试，这些尝试对于设计更加复杂的量子系统，如量子CPU的运算部件和逻辑部件

来说，或许是一个促进作用。
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New BCD Adders and Their Reversible Logic Implementation

Zhou Rigui，Zhang Manqun，Wu Qian，Shi Yang

（School of Information Engineering，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：Reversible logic is a new research area that has developed rapidly in recent years. It has received

great attention in all aspects due to their ability to reduce the power dissipation. This paper proposes a new re-

versible logic gate—NC gate. This gate can independently complete Binary Coded Decimal（BCD）adder over-

flow detection logic. Meanwhile，with 4×4 reversible adder circuits—ZS gate which was designed by the au-

thor，a new reversible BCD adder is designed in this paper. The proposed reversible BCD adder is optimized in

terms of number of reversible gates and garbage outputs compared to the previous counterparts.

Key words：reversible logic；ZS gate；NC gate；reversible BCD adders；garbage output
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