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完全正则序半群上的模糊理想
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摘要：称 (S × ) 为序半群，若 (S ×) 是半群，(S ) 是偏序且偏序对乘法运算是相容的。称序半群 (S × ) 为完全正则的，

若对任意 aÎ S 存在 xÎ S 使得 a  a2 xa2 。近来，Kehayopulu和Tsingelis将模糊集，模糊理想等概念引入到序半群中，得到了

一些好的结果。作为后续研究，这里讨论了完全正则序半群上的模糊理想，得到了完全正则序半群上模糊理想的一些性质。
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1971 年，Rosenfeld 在文［1］中引入了模糊子群的概念，率先进行了模糊代数理论的研究。随后，

N. Kuraki［2］正式开始模糊子半群理论的研究，并引入了半群中的模糊理想和模糊同余的概念，得到了一些

漂亮结果。目前，国内许多半群学者对各类半群上的模糊理想和（模糊）同余进行了卓有成效的研究［3-10］。

2002年，Kehayopulu和Tsingelis［11］在序半群中首次引入了模糊双理想等概念，给出了其等价条件的证明。

众所周知，完全正则序半群为序半群的真子类，也是目前半群研究的热点之一，因此，开展完全正则序半群

的模糊理想研究，是有意义的。

1 预备知识

文中一般定义及记号均参见文献［11-12］。

称 (S × ) 为 序 半 群 ，若 (S ×) 是 半 群 ，(S ) 是 偏 序 且 偏 序 对 乘 法 运 算 是 相 容 的 ，即

("abcÎ S)a  bÞ ac  bcca  cb ，称序半群 (S ) 为完全正则的，若对任意 aÎ S 存在 xÎ S 使得

a  a2 xa2 。为方便，在本文的讨论中，如无特别说明，S 总表示一序半群。令 A 为序半群 S 的子半群，A 称

为 S 的内理想（拟理想），若 1 SASÍA（AS SAÍA）；2 aÎ SbÎAa  bÞ aÎA ，称映射 f ：S®[01]

为序半群 S 的一个模糊子集。对任意 xÎ S ，称 f (x) 为 x 对 f 的隶属度。令 fg 为序半群 S 的两个模糊

子集，作如下定义：

1 "xÎ S fÊ g( f = g)Û f (x) g(x)( f (x)= g(x)) ；2 "xÎ S( f g)(x)= f (x)Ù g(x);( f g)(x)= f (x)Ú g(x) ；

3 "xÎ S( f  g)(x)=
ì
í
î

Ú x = yz{ f (y)Ù g(z)} $yzÎ S满足x = yz

0 其它
。

显然，以上“  ”满足结合律。序半群 S 的模糊子集 f 称为 S 的模糊子半群，若 1 " abÎ S

f (ab) f (a)Ù f (b) ；2 a  bÞ f (a) f (b) ， f 称为 S 的模糊左理想（模糊右理想），若 1 " abÎ S

f (ab) f (b)（ f (ab) f (a)）；2 a  bÞ f (a) f (b) ，f 称为 S 的模糊理想，若 f 既是 S 的模糊左理想又是 S

的模糊右理想。

定义1［12］ 令 f 为序半群 S 的模糊子集，f 称为 S 的广义模糊双理想，若

1 "xayÎ S ，f (xay) f (x)Ù f (y) ；2 a  bÞ f (a) f (b) 。

特别地，称序半群 S 的广义模糊双理想 f 为模糊双理想，若 f 为 S 的模糊子半群。
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定义2［12］ 令 f 为序半群 S 的模糊子半群，f 称为 S 的模糊内理想（模糊拟理想），若 1 "xayÎ S ，

f (xay) f (a)（( f  S)(S  f )Í f ）；2 a  bÞ f (a) f (b) 。

易知，序半群 S 的模糊拟理想为 S 的模糊内理想，反之则不一定成立。令 P 为序半群 S 的子集，P 称

为半素的，若"aÎ Sa2ÎPÞ aÎP 。

定义 3 令 S 为 序 半 群 ，S 的 模 糊 子 集 f 称 为 模 糊 半 素 的 ，若 1 "aÎ S ， f (a) f (a2) ；

2 a  bÞ f (a) f (b) 。

2 主要结果

命题1 令 S 为序半群，A 为 S 的非空子集，则 A 为 S 的拟理想当且仅当 A 的特征函数 CA 为 S 的模

糊拟理想。

证明 必要性：显然，对任意 abÎ S ，当 aÏA 或 bÏA 时，有 CA(a)= 0 或 CA(b)= 0 。于是，

CA(ab) 0 =CA(a)ÙCA(b) ；当 aÎA 且 bÎA 时，有 CA(a)=CA(b)= 1 ，且有 abÎA ，即 CA(ab)= 1 。故对任意

abÎ S ，CA(ab)CA(a)ÙCA(b) 。下证 CA 满足模糊拟理想的两个条件。令 abÎ S 且 a  b ，则分两种情

形：1 若 bÎA则 CA(b)= 1。又 A 为 S 的拟理想，故由 bÎAa  bÞ aÎA 。即 CA(a)= 1。 2 若 bÏA ，则

CA(a) 0 =CA(b) 。综上所述，CA(a)CA(b) 。另一方面，由 A 为 S 的拟理想，易证 CA  S S CA ÍCA 。故

CA 为 S 的模糊拟理想。

充分性：令 aÎ SbÎA 且 a  b则由 CA 为 S 的模糊拟理想，得 CA(a)CA(b)= 1。即 CA(a)= 1。于是，

aÎA 。另一方面，由 CA  S S CA ÍCA ，易证 AS SAÍA ，因此，A 为 S 的拟理想。

命题2 令 S 为序半群，f 为 S 的模糊子半群，则以下各款等价：

1 f 称为模糊半素的；2 ("aÎ S) f (a)= f (a2) 。

证明 2 Þ 1 显然成立。

1 Þ 2 令 f 为模糊半素的，则"aÎ S f (a  f (a2) f (a)Ù f (a)= f (a) ，即 f (a)= f (a2) 。

定理3 令 S 为序半群，则以下各款等价：

1 S 为完全正则序半群；2 对 S 的任意广义模糊双理想 f 均有 ("aÎ S) f (a)= f (a2) ；3 对 S 的任意模

糊双理想 f 均有 ("aÎ S) f (a)= f (a2) ；4 对 S 的任意模糊拟理想 f 均有 ("aÎ S) f (a)= f (a2) ；5 S 的任意

模糊拟理想 f 均为模糊半素的；6 S 的任意拟理想均为半素的。

证明 1 Þ 2 令 aÎ S则由 S 为完全正则序半群，得 a  a2 xa2 ，其中 xÎ S 。于是，a2  a(a2 xa2) 。又

令 f 为 S 的任意广义模糊双理想，则 f (a) f (a2 xa2) f (a2)Ù f (a2) = f (a2) f (a(a2 xa2))= f (a(a2 xa)a)

 f (a)Ù f (a)= f (a) ，即 f (a)= f (a2) 。

2 Þ 3 Þ 4 显然成立。 4 Þ 5 可由命题2推得。

5 Þ 6 令 A 为 S 的任意拟理想，aÎ Sa2ÎA则 CA(a2)= 1。另一方面，由命题1，CA 为 S 的模糊拟理

想。故由题设可知 CA 为模糊半素的。于是 CA(a)CA(a2)= 1。即 CA(a)= 1。于是，aÎA 。因此，A 为半

素的。

6 Þ 1 令 aÎ S ，则易知 Q[a2]={a2}(a2S Sa2) 为 S 的拟理想。显然，a2ÎQ[a2] 。而由题设知 Q[a2]

为半素的。故 aÎQ[a2] 。若 a = a2 ，则 a = a2 = aa = a2a2 = a2aa = a2aa2 ；若 aÎ a2S Sa2 ，则易知 aÎ a2Sa2 ，

即 a = a2 xa2 ，其中 xÎ S 。综上所述，对任意 aÎ S有 a  a2 xa2 。因此，S 为完全正则序半群。

注记：由定理3易知，序半群 S 的任一拟理想 A 为半素的等价于 S 的模糊拟理想 CA 为模糊半素的。但

对于序半群 S 的一般子集 P 为半素的却不能推出其特征函数CP 为模糊半素的（而在普通半群中却成立［10］）。

例：令 S 为序半群，乘法和偏序“ ”定义如下：

aa = b ，ab = b ，ac = d ，ad = d ；ba = b ，bb = b ，bc = d ，bd = d ；ca = d cb = d ，cc = c ，cd = d ；cc = c

da = d ，db = d ，dc = d ，dd = d 。 {(aa)(bb)(cc)(dd)(ab)(db)(dc)}
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现 取 S 的 一 般 子 集 P ={ab} ，易 知 P 为 半 素 的 。 但 对 于 bdÎ S ，尽 管 有 d  b ，而

0 =CP(d)<CP(b)= 1。故 CP 不为模糊半素的。

定理4 令 S 为完全正则序半群，f 为 S 的模糊子集，则以下各款成立：

1 f 为 S 的模糊理想当且仅当 f 为 S 的模糊内理想；

2 f 为 S 的广义模糊双理想当且仅当 f 为 S 的模糊双理想。

证明 1 必要性显然成立。下仅证充分性。令 f 为 S 的模糊内理想，abÎ S 且有 a  b则

f (a) f (b) 。 另 一 方 面 ，对 任 意 abÎ S 由 S 为 完 全 正 则 序 半 群 ，易 知 存 在 xyÎ S 使 得

a  a2 xa2b  b2 yb2 。于是，f (ab) f (a2 xa2b2 yb2)= f ((a2 x)a(ab2 yb2)) f (a) 。同理可证，f (ab) f (b) 。因此，

f 为 S 的模糊理想。

2 充分性显然成立。下证必要性。令 f 为 S 的广义模糊双理想，则仅需证 f 为 S 的模糊序半群即

可。令 abÎ S ，则由 S 为完全正则序半群，易知存在 xÎ S 使得 b  b2 xb2 。于是，ab  ab2 yb2 。又 f 为广

义模糊双理想，故 f (ab) f (ab2 yb2)= f (a(b2 yb)b) f (a)Ù f (b) 。另一方面，对任意 abÎ S 且 a  b有

f (a) f (b) 。因此，f 为 S 的模糊序子半群。至此，完成定理证明。
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Fuzzy Ideals on Completely Regular Ordered Semigroups

Li Chunhua

（School of Basic Sciences，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：(S × ) is called an ordered semigroup if (S ×) is a semigroup，(S ) is a partial order and the par-

tial order  is compatible with the multiplication. An ordered semigroup (S × ) is called completely regular

if for any aÎ S there exists an element xÎ S such that a  a2 xa2. Recently，Kehayopulu and Tsingel is intro-

duced into the notion of a fuzzy set，a fuzzy ideal on ordered semigroups，and some good results are gained This

paper studies fuzzy ideals of completely regular ordered semigroups，and obtains some of their properties on

such semigroups.

Key words：fuzzy set；ordered semigroup；completely regular ordered semigroup；fuzzy ideal
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