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四原子Tavis-Cummings模型中两体及多体纠缠的研究
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摘要：首先，研究4个二能级原子与1个单模腔场相互作用下量子系统的演化情况，在此基础上，再运用 concurrence和 tangle

两种度量对4个二能级原子之间及与腔场的相互纠缠的周期性演化进行计算并对其结果进行讨论和分析。通过比较两种度

量之间的关系发现此量子系统只存在两体纠缠，而不存在多体之间的纠缠，另外，在恰当选择时间的情况下，可以产生四原

子相互作用下的W态。
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众所周知量子纠缠是量子信息发展过程中重要的量子资源之一，它是众多量子协议得以实现的重要

依托［1-2］，而QED腔提供一个很好的操控量子纠缠和展示量子信息过程的平台［1-4］。其中，J-C模型［5］就是人

们最熟悉和引用最广的场与原子相互作用的模型之一，J-C模型展示的是量子化的场与量子化的二能级原

子之间相互作用之间的全量子化过程。拥有很多纯量子化特性，如：Rabi震荡下的塌缩与复活；场的压缩；

光子反群聚等在 J-C模型都有很好的展示［6-7］。

该文探讨的主要内容是 Tavis-Cummings（简称 T-C）模型［8］下 4 个二能级原子之间纠缠的演化情况。

T-C模型主要描述的多个二能级原子与单模场之间相互作用［6-7］。它可运用于量子信息过程和加深对基础

量子力学的理解［2，8］。在文献［9］中，作者就运用 tangle运算方法对两原子的T-C模型的量子纠缠进行了探

讨和研究。这里将对四个二能级原子在一个光学腔中的相互作用情况进行讨论，主要是对不同原子之间

相互作用和原子与场之间相互作用的探讨。假设所有原子开始都处于基态 g ，腔场处于粒子数态 1 。首

先，将讨论如何获得量子化系统；其次，将运用concurrence和 tangle对系统在两两相互作用情况下的纠缠进

行计算；最后，将讨论在一定条件下，原子与腔场相互作用时系统量子态的表示（W态）。

1 模型的选择和讨论

在旋波近似情况下，4个二能级原子在T-C模型下

的哈密顿量可表示为［8-10］：（文章中取 h = 1）
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式 中 ：gi 为 场 和 原 子 之 间 相 互 作 用 的 系 数 ；

σ z
i = ei ei - gi gi ；σ

+
i 为原子的上升算符；σ -

i 为原子

的下降算符；wi 为二能级原子的跃迁频率；a+a 为原子

的产生和湮灭算符；w 为腔场的频率。系统模型为4个

二能级原子与1个单模腔场的相互作用系统，其中原子间

距离足够大，因此原子间相互作用可忽略。如图1。

图1 四个二能级原子与一个单模场相互作用系统
Fig.1 Interaction system of four two-level atoms and

a single-mode field
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下面，将对系统做一定的假设，以便有利于系统的计算，假设原子的跃迁频率与腔场的固有频率相等；

原子与原子之间的相互作用系数和原子与腔场之间的作用系数相等，即 w =wi ，g = gi 。因此，系统的哈密

顿量可表示为

H = w
2åi = 1

4

σ z
i +wa+a + gå

i = 1

4

(aσ +
i + a+σ -

i ) （2）

假设二能级原子开始都处于基态 gi ，腔场处于粒子数态 1 ，因此，系统所处的初始量子态 ϕ(0) 可表

示为

ϕ(0) = 1 g1 g2 g3 g4 （3）

2 concurrence和 tangle的运算及比较

由运动方程和系统的初始态情况可知［11］，系统任意时刻 t的量子态表示为

ϕ(t) = cos(2gt)1 g1 g2 g3 g4 -
i sin(2gt)

2
0

( )e1 g2 g3 g4 + g1 e2 g3 g4 + g1 g2 e3 g4 + g1 g2 g3 e4

（4）

由于能量守恒定律（即旋波近似情况下），在这里省略了快变量项 eiw/2 。（在运算式中，用大写字母C表

示concurrence的值）

下面，将对该系统运用concurrence进行纠缠度量的运算，由concurrence得定义为［12］

C =max{0λ1 - λ2 - λ3 - λ4} （5）

式中：λi(i = 1234) 为约化密度算符本征值平方根，且当 λ1 λ2  λ3  λ4 时，反转自旋约化密度算符 R 为

R = ρ(σy ⊗ σy)ρ
*(σy ⊗ σy) （6）

σy 表示Pauli矩阵算符，有 σy = æè
ö
ø

0 -i
i 0

，而且，约化密度矩阵可表示为
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（*表示复合函数的复共轭）在这种情况下concurrence可以表示为

C =max{0 |z| - ad } （8）

首先，对腔场与第 i原子之间的纠缠情况予以分析，在约化掉其他原子的情况下，可以得到腔场与第 i

原子之间的约化密度矩可以表示为
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这里 a1(t)= cos(2gt) ；a2(t)= -i sin(2gt)/2 ，联立（8）（9），腔场与原子 i 之间相互作用 concurrence表达式可写

为

Cfa1
(t)= 2|a1(t)a2(t)| （10）

原子 i 与原子 j 之间相互作用的约化密度矩阵可表示为
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同上，原子 i 与 j 原子之间相互作用concurrence表达式可表示为

Caiaj
(t)= 2|a2(t)|

2 （12）

下面，对 Cfa1
(t) 和 Caiaj

(t) 随时间 t 的变化进行作图，并进行对比分析，如图2所示。

(a) (b)
图2 Concurrence Cfa1

(t) 和Caiaj
随时间 t在弱相互作用下 (0 < g < 1) 时演化情况

Fig.2 Evolution of concurrence Cfa1
(t) and Caiaj

with time t in weak interaction region (0 < g < 1)

由图 2 可以看出，随着相互作用系数 g 的不断加强，在一个周期内，腔场与原子之间的 concurrence

Cfa1
(t) 出现不稳定的变化，且变化周期越来越小；然而，原子与原子之间的 concurrence Caiaj

(t) 非常稳定，这

也就是说在该系统中不管相互作用系数 g 如何变化，原子与原子之间的concurrence Caiaj
(t) 不变。

现在，对该系统运用 tangle运算方法来探讨该系统中多体纠缠之间的关系，这种运算方法首先由Coff-

man，Kundu和Wootters提出［13］，主要观点是：系统中某一粒子或腔场与系统中其他粒子或腔场组成的整体

之间的纠缠关系，并且讨论了系统的纠缠分配情况。在 tangle中某一qubit与系统其他部分（rest）的关系可

以表示为［10］

τ1rest(ρ)= 4 det(ρ1)= 2(1 - Trρ2
1) （13）

其中 ρ1 是系统中原子1的约化密度矩阵。由 tangle定义可知只有整个系统处于纯态时，才可运用其对系统

进行运算。由（4）（13）可以得出在约化腔场后的表达式：

τ f(a1a2a3a4)
(t)= 16|a1(t)a2(t)|

2 （14）

同理，可以得出在约化任一原子后得 tangle表达式：

τa1( fa2a3a4)
(t)= 4|a2(t)|

2(1 - |a2(t)|
2) （15）

下面，将对 τf(a1a2a3a4)(t) 和 τa1( fa2a3a4)(t) 的 tangle函数随时间 t 变化进行画图，并对它们的图线进行对比和

分析。如图3所示。

从图3（a）tangle τf(a1a2a3a4)(t) 和图3（b）τa1( fa2a3a4)(t) 随时间 t 及相互作用系数 g 的演化图像中，可以知道

随 着 g 的 变 化 τf(a1a2a3a4)(t) 的 周 期 变 化 比 τa1( fa2a3a4)(t) 周 期 变 化 要 快 ，且 还 可 以 看 出

τa1( fa2a3a4)(t) τf(a1a2a3a4)(t) 。由图 2和图 3，可以看出 τf(a1a2a3a4)(t) ，τa1( fa2a3a4)(t) 都大于 Cfa1
(t) ，Caiaj

(t) 。而且，可

以得出 τf(a1a2a3a4)(t)Cfa1
(t)C2

fa1
(t) 和 τa1( fa2a3a4)(t)Caiaj

(t)C2
aiaj

(t) ，结果与文献［13］相符，由推导可以得

出：

ü
ý
þ

ï

ï
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fa2
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（a） （b）
图3 Tangle τf(a1a2a3a4)(t) 和 tangle τa1( fa2a3a4) 随时间 t 及相互作用系数 g 的演化情况

Fig.3 Chang of tangle τf(a1a2a3a4)(t) and τa1( fa2a3a4)(t) with time t and interacting constant g

这说明 tangle运算过程中都是两体之间的纠缠，而不存在三体纠缠［13］。由文献［10］［14］可以知道，腔

场与原子及原子与原子之间的相互作用产生纠缠随原子数的增加 concurrence和 tangle都在不断变小，而

原子之间相互纠缠的concurrence在各自系统中却保持不变。

值得注意的是在表达式（4）中，当表达式的第一项系数为0时，即当时间 t 满足以下条件时：

t =
(2k + 1)π

4g
（17）

表达式（4）可表示为W态

|ϕ(t) = 1
2

0 ( )e1 g2 g3 g4 + g1 e2 g3 g4 + g1 g2 e3 g4 + g1 g2 g3 e4 （18）

这里运用了三角函数特性：当 cos(2gt)= 0 时，sin(2gt)= 1。从（17）式，由结果可以看出该式即为二能

级原子系统的W态。也即在一定的条件下，W态可以由一个单模腔场与多个二能级原子相互作用系统来

制备。

3 总结

主要讨论在T-C模型下，1个单模腔场与4个二能级原子之间的相互作用情况下的纠缠演化。通过运

用 concurrence和 tangle对系统纠缠量进行了详细的计算和分析，两种方法的共同点是：原子之间的相互作

用产生的纠缠明显大于或等于腔场与原子相互作用产生的纠缠，即 Caiaj
(t)Cfai

(t) 。然而这两种方法也有

各自的特色，如：由 concurrence可知，原子与原子之间的相互纠缠量并不随时间及它们之间的相互作用系

数改变而改变，原子与原子之间相互纠缠相当稳定，因此对实际应用有很大的帮助。由 tangle结果可知：场

与原子之间的纠缠变化明显比原子与原子及场之间的纠缠的变化不相同，且 τa1( fa2a3a4)(t)  τf(a1a2a3a4)(t) ；而

且，当在一定条件下，可以使得单模腔场与多个二能级原子相互作用情况下制备W态。
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A Study on Pair-wise and Multipartite Entanglement Dynamics of Four-atom
Tavis-Cummings Model

Wu Kunhua 1 ，Zhang Jiansong 1 ，Zhang Xiaoqing 2 ，Wang Xun 1

（1. Department of Applied Physics，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China；2. Beijing University of Civil En-

gineering and Architecture，Beijing 100044，China）

Abstract：The entanglement dynamics of four two-level atoms within a single-mode cavity using concurrence

and tangle is discussed. The concurrence and tangle of the system are periodic functions of time. The results

show that the entanglement of the present system is restricted to the class of pair-wise entanglement. In addi-

tion，the four-qubit W state could be generated in the present model if the interaction time of the atoms and the

cavity is chosen appropriately.

Key words：entanglement dynamics；T-C model；W-states

46


