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最小方差控制中的最优输入信号设计
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摘要：为研究最小方差控制中的最优输入信号设计问题，推导了最小方差控制器与闭环反馈结构中对象模型、噪声模型之间

的关系。基于闭环反馈系统中频响函数估计的渐近分析，考虑系统对象模型、噪声模型和控制器三者之间的摄动性。分别

采用输出端误差平方的均值、输入端误差平方的均值和输出端估计值平方的均值作为评价性能指标函数，推导三种情况下

最优输入信号设计问题对应的约束优化问题。通过求解对应的约束优化问题，得到三种情况下最优输入信号的功率谱密度

表达式。最后用仿真算例验证本文方法的有效性和可行性。
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最小方差控制是隶属于自适应控制中的一种基本控制策略，同时也是一最为简单的闭环反馈控制，其

在某些工业过程中仍有较大的实用价值。最小方差控制的目的在于使得闭环反馈系统的输出方差值最

小，所以该控制策略可用来作为衡量闭环反馈系统的外部干扰噪声对闭环反馈系统的影响大小。在自适

应控制理论中，通常是假设开环或闭环系统的外部激励输入信号是持续充分激励的，在此假设条件下设计

控制器并对所得的控制器进行分析。而持续激励的输入信号应该如何选取在自适应控制中却并未涉及太

多内容。通常在最小方差闭环控制结构中包括3类模型：系统对象模型、对外部干扰噪声的滤波模型或简

称为噪声模型及处于闭环反馈通道中的控制器模型。此控制器模型的设计要依赖于前向通道中的系统对

象模型和噪声模型的真实数学表达式，因此最小方差控制是一种基于模型的控制策略。

最优输入信号的选取设计是系统辨识中的重要步骤，辨识试验条件的选取，如用于激励系统的参考输

入信号，对辨识得到的模型精确度有很大的影响。文献［1］采用有限正交基函数作为模型的表示方法，去

评价模型的指标为输入端误差平方的均值。文献［3］根据渐近方差理论设计了开环测试信号；文献［4］根

据方差渐近理论推导出最优试验条件，给出了输入信号的功率谱密度和闭环最优控制器；文献［5］根据闭

环系统中频域响应估计的渐近方差结果表达式推导了内模控制的最优输入信号设计。文献［6］从鲁棒控

制出发，基于未知但有界的参数矢量，提出采用最坏情况下的距离函数作为最优输入信号设计中的衡量指

标。通常所采用的指标函数都可以利用系统辨识中的渐近方差结构表达式来简化或分解，以得到仅关于

输入功率谱为自变量的函数。对应的约束条件常常选择为关于闭环系统中输入和输出功率谱的限制条

件。从而整个最优输入信号设计最优化问题可转化为一关于输入功率谱的优化问题。文献［7］把若干关

于输入功率谱的约束条件全部用线性矩阵不等式的形式来表示，通过合适地选取一个切平面来求解优化

问题的最优解。若交换上述优化问题中的目标函数和约束条件，即把关于输入功率谱的某个积分作为优

化目标函数，而限制某个以功率谱为自变量的函数要远远小于某个事先已知的小数作为约束条件，此时得

到的最优化问题在文献［10］中称之为最小代价的辨识试验。文献［8］根据输入功率谱的原始定义，把输入

功率谱进行分解成较简单的连加形式，从而也把目标函数进行了利于计算的求和形式。文献［2］在概率框
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架体系下分析了频响函数估计的渐近方差，文献［9］在文献［2］的基础上，分析了当系统的全部极点已知

时，利用一组由正交基定义的生成核来代替原渐近方差式中的模型阶数，可得到一较为准确的渐近方差公

式。文献［11］在文献［2］的基础上，通过定义在预测误差梯度所张成的子空间中的一组正交基，并引入一

个辅助函数，可将原渐近方差改写为一辅助函数在预测误差梯度所张成的子空间上的正交投影，从而可直

接利用线性代数中的运算法则来分析当增加参数或增加传感器时对参数估计精度的影响程度。

因文献［1］中采用的是一种最为经典的辨识方法——最小二乘法来辨识其未知参数，并且文献［1］在

多处为了能够直接分析，进行了较多的省略或不考虑。如输出表达式的简化和频域优化目标函数中首项

的忽略。为了改进和完善最小方差控制中的最优输入信号设计，基于最小方差控制器的显式表达式，可将

闭环反馈控制系统中相关的渐近方差结果进行简化。利用简化后的渐近方差结果对最小方差闭环控制的

外部激励输入信号进行设计，以得到满足期望要求的输入功率谱的具体表达式要求。在最优输入信号设

计中分别采用闭环输出端误差平方的均值、系统对象的输入端误差平方的均值和仅闭环输出端平方的均

值作为评价性能指标。在此3个评价性能指标中同时考虑系统对象模型和噪声模型的不确定性因素，推导

3种不同评价性能指标下的闭环输入功率谱的表达式。从而将最小方差控制中的最优输入信号设计问题

表示成带有约束条件的最优化问题。通过推导和计算发现：当选择系统对象的输出端估计信号平方的均

值作为评价性能指标时，该最优化问题将会等价于采用闭环输出端误差平方的均值时的输入信号设计问

题。

1 最小方差控制描述

包含系统对象模型、噪声模型及闭环反馈控

制器的最小方差控制器设计的结构见图 1 所示。

其中：r( )t 表示闭环系统的外部激励输入信号；

u( )t 表示系统对象 G( )q 的输入端信号；且 G( )q 为

一稳定的真实对象的传递函数。 y( )t 为整个闭环

系统的输出端信号；e( )t 表示外部干扰噪声，此处

可假设 e( )t 为一方差为 λ ，均值为 0 的白噪声。

v( )t 表示对外部的干扰噪声 e( )t 滤波后的信号，它

以加性的形式出现在闭环系统中。 H ( )q 表示对

e( )t 实施滤波的噪声函数；H ( )q 常设为一稳定的最小相位滤波器。 K ( )q 表示闭环负反馈中的控制器；q

表示移位算子有 q-1u( )t = u( )t - 1 。根据图1所示的最小方差控制结构框图，其对应的闭环输出响应 y( )t 和

输入信号 u( )t 的表达式可计算如下

ì
í
î

y( )t =G( )q u( )t +H ( )q e( )t
u( )t = r( )t -K ( )q y( )t

消去中间变量可得

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

y( )t =
G( )q

1 +G( )q K ( )q
r( )t +

H ( )q

1 +G( )q K ( )q
e( )t

u( )t = 1
1 +G( )q K ( )q

r( )t -
H ( )q K ( )q

1 +G( )q K ( )q
e( )t

（1）

当没有外部激励输入信号 r( )t 时，闭环系统的输出响应 y( )t 恰好就等于外部的干扰噪声 e( )t 。因此

最小方差控制器 K ( )q 的求取可在（1）式中令

r( )t = 0 y( )t = e( )t

图1 最小方差控制结构框图
Fig.1 Structure diagram of minimum variance control
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即取

H ( )q

1 +G( )q K ( )q
= 1

从而可得最小方差控制器为

K ( )q =
H ( )q - 1

G( )q
（2）

由上式可见：最小方差控制器 K ( )q 是紧紧依赖于对象模型 G( )q 和噪声模型 H ( )q 。设真实模型对应

的系统和最小方差控制器记为

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

y( )t =
G0

1 +G0 K0

r( )t +
H0

1 +G0 K0

e( )t =
G0

H0

r( )t + e( )t

u( )t = 1
G0 K0

r( )t -
H0 K0

G0 K0

e( )t = 1
H0

r( )t -
H 2

0 - 1
G0 H0

e( )t

K0 =
H0 - 1

G0

（3）

参数化两模型对应的系统和参数化的最小方差控制器分别记为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

y( )t =
G( )θ
H ( )θ

r( )t + e( )t

u( )t = 1
H ( )θ

r( )t -
H 2( )θ - 1

G( )θ H ( )θ
e( )t

K ( )θ =
H ( )θ - 1

G( )θ

（4）

θ表示未知的参数矢量，其由对象模型 G( )θ 和噪声模型 H ( )θ 中所有的未知参数构成。为了更好地便

于最优输入信号设计中优化问题的简化及展开，以下给出在最小方差控制器（2）式的前提下，对闭环系统

中的渐近方差分析结果进行简化，即用（2）式来全部替换渐近方差表达式中的控制器。

2 最小方差闭环控制下的渐近方差分析

给定一组关于系统对象模型的输入－输出观测数据：

Z N ={ }u( )1 y( )1  u( )N y( )N

参数化系统对象模型得到对应的参数化模型为

y( )t =G( )qθ u( )t +H ( )qθ e( )t （5）

式中的未知参数矢量 θ可通过递推最小二乘辨识方法来进行估计。系统对象和噪声模型的频域响应可表

示为

T ( )e
jw =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

G( )e
jw

H ( )e
jw

而对应的辨识模型的频域响应可表示为

T̂ ( )e
jwθ =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

Ĝ( )e
jwθ

Ĥ ( )e
jwθ

当假设试验信号在 [ ]0π 中具有连续的功率谱，并且可采集到的输入-输出观测数据个数 N 趋于无穷

时，有如下的趋近式成立：
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T̂ ( )e
jwθ ® T ( )e

jw    N®+¥

T̂ ( )e
jwθ 的误差服从高斯分布，其对应方差矩阵为

cové
ë

ù
û

T̂ ( )e
jwθ » n

N
ϕv( )w

é

ë
êê

ù

û
úú

ϕu( )w ϕue( )w

ϕeu( )w λ

-1

（6）

上式中的 ϕu( )w 表示系统对象输入信号的功率谱，最优输入信号设计问题就是要求解出最优 ϕu( )w 的

表达式；ϕue( )w 表示输入与白噪声之间的互谱；ϕv( )w 表示外部扰动的功率谱；n 表示辨识模型的阶数；N

表示观测数据的个数。

在反馈控制作用下，输入 u 可表示为

u = r -Ky = 1
1 +GK

r - HK
1 +GK

e = Sr -HKSe （7）

其中的 S( )q 表示灵敏度函数，定义为

S( )q = 1
1 +G( )q K ( )q

当试验信号 r 与白噪声 e 不相关时，根据（7）式可将输入 u 的功率谱分解为两部分

ϕu( )w = ϕr
u( )w + ϕe

u( )w = ||S 2
ϕr( )w + ||K 2 ||S 2 ||H 2

λ （8）

式中的第1项来源于 r ，第2项来源于 e ，利用关系式 ϕv( )w = ||H 2
λ可得

ϕue( )w = - HK
1 +GK

λ = -HKSλ （9）

将（8）式和（9）式同时代入到方差矩阵（6）式中可得

cové
ë

ù
û

T̂ ( )e
jwθ » n

N
ϕv( )w

é

ë
êê

ù

û
úú

ϕu( )w ϕue( )w

ϕeu( )w λ

-1

= n
N

||H 2

||S 2
ϕr

é
ë
ê

ù
û
ú

λ HKSλ
HKSλ ||S 2

ϕr( )w + ||K 2 ||S 2 ||H 2
λ

（10）

展开可得系统对象模型的方差为

varé
ë

ù
û

Ĝ( )e
jwθ » n

N
||H 2
λ

||S 2
ϕr

= n
N

ϕv

||S 2
ϕr

（11）

噪声模型的方差为

varé
ë

ù
û

Ĥ ( )e
jwθ » n

N

é

ë
êê

ù

û
úú

|
|
||

|
|H ( )e

jw
2

+
ϕv ||K 2 ||S 2 ||H 2

||S 2
ϕr

（12）

根据输出响应 y 的关系式

y = G
1 +GK

r + H
1 +GK

e =GSr +HSe

可得到输出功率谱为

ϕy( )w   = ||G 2 ||S 2
ϕr( )w + ||S 2 ||H 2

λ （13）

利用（2）式定义的最小方差控制器计算如下各量

S = 1
1 +GK

= 1

1 +G H - 1
G

= 1
H

HKS =H H - 1
G

1
H

= H - 1
G

将上式代入到（10）式中可得

56



第06期

covéë
ù
ûT̂ ( )e

jwθ » n
N
ϕv( )w

é

ë
êê

ù

û
úú

ϕu( )w ϕue( )w

ϕeu( )w λ

-1

= n
N

||H 4

ϕr

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
λ H - 1

G
λ

H - 1
G

λ 1
||H 2
ϕr( )w + |

|
||

|
| H - 1

G

2

λ
（14）

u( )t = 1
H

r( )t - H - 1
G

e( )t

ϕu( )w = 1

||H 2
ϕr( )w + |

|
||

|
| H - 1

G

2

λ
（15）

y = G
H

r + e ϕy( )w =
||G 2

||H 2
ϕr( )w + λ （16）

3 最小方差控制中的最优输入信号设计

系统对象模型和噪声模型对应的参数化估计模型，分别记为 Ĝ( )θ 和 Ĥ ( )θ 。利用最小方差控制器的

求解关系（2）式，可得到对应的参数化最小方差控制器 K̂ ( )θ 为

K̂ ( )θ =
Ĥ ( )θ - 1

Ĝ( )θ
最小方差控制器 K̂ 是 Ĝ 和 Ĥ 的函数，即可表示为

K̂ =K ( )ĜĤ

根据（15）式和（16）式分别列写成闭环系统输出响应的真实值和基于参数矢量的估计值

y( )t = G
H

r( )t + e( )t

ŷ( )t = Ĝ
Ĥ

r( )t + e( )t
（17）

同样列写出闭环系统中关于系统对象模型输入端信号的真实值和基于参数矢量的估计值

u( )t = 1
H

r( )t - H - 1
G

e( )t

û( )t = 1
Ĥ

r( )t - Ĥ - 1
Ĝ

e( )t
（18）

假设估计值 Ĝ 和 Ĥ 充分接近于其各自的真值 G 和 H ，接近的含义表明估计值与真值之间仍然存在

一定的摄动。为此记

Ĝ =G +DG Ĥ =H +DH （19）

以下分3种不同的性能指标来分别考虑各自的闭环最优输入信号设计问题。

3.1 选择输出端误差平方的均值为性能指标

在这种情况下需要使得 E{ } y( )t - ŷ( )t 2

2
尽可能小，由（17）式可得

y( )t - ŷ( )t = æ
è
ç

ö
ø
÷

G
H

- Ĝ
Ĥ

r( )t » 1
H 2[ ]-H G é

ë
ù
û

DG
DH

r( )t （20）

其中使用了近似公式
1

H +DH
» 1

H
- DH

H 2

从而输出端误差平方的均值为

E{ } y( )t - y0( )t
2

2
=E

ì
í
î

ü
ý
þ







1

H 2[ ]-H G é
ë

ù
û

DG
DH

r( )t
2

2
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继续对上式进行计算并且使用巴塞伐尔定理可得

E{ } y( )t - ŷ( )t 2

2
=E{ }1

2π 
1

H 4[ ]-H G é
ë

ù
û

DG
DH [ ]DG DH é

ë
ù
û

-H
G

ϕrc

= 1
2π 

n
Nϕr

[ ]-H G

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
λ H - 1

G
λ

H - 1
G

λ 1

||H 2
ϕr +

|
|
||

|
| H - 1

G

2

λ
´ é
ë

ù
û

-H
G

ϕrc
= 1

2π 
nλϕrc

Nϕr

+ 1
2π 

n
Nϕr

|
|
||

|
| G
H

2

ϕrc

（21）

上式在运算过程中利用了（14）式，其中的 ϕrc
表示的是应用于控制设计中的参考信号所对应的功率

谱，而 ϕr 才是最优输入信号设计中所采用参考信号的功率谱，其作为优化问题中的优化变量。因（39）式的

第2项中不包含有输入信号的功率谱 ϕr ，所以仅考虑第1项的最小化运算，取

J1( )ϕr = 1
2π 

nλϕrc

Nϕr

（22）

因最优输入信号设计的目的是要设计出最优的 ϕr ，以使得最小化 E{ } y( )t - y0( )t
2

2
，同时有必要满足

输入信号能量有限或输出信号能量有限。即概括为如下的定理1和定理2。

定理1 最小方差闭环系统中最优输入信号设计问题可概括为如下的满足输入信号能量有限约束条

件的最优化问题

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

min
ϕr

J1( )ϕr = min
ϕr

1
2π 

nλϕrc

Nϕr

subject to ϕu = 
é

ë
êê

ù

û
úú1

H 2
ϕr +

|
|
||

|
| H - 1

G

2

λ  L

（23）

最优输入信号的功率谱形式为

ϕ
opt

r ( )e
jw = μ1H

nλϕrc

2πN
（24）

其中的 μ1 需满足如下的等式成立

μ1 =
L - 2π |

|
||

|
| H - 1

G

2

λ

1
H 

nλϕrc

2πN

（25）

同理可以推导出当输出信号能量受限时最优输入信号的功率谱密度形式。

定理2 满足输出信号能量有限时的最优化问题描述为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

min
ϕr

J1( )ϕr = min
ϕr

1
2π 

nλϕrc

Nϕr

subject to ϕy = 
é

ë
êê

ù

û
úú

|
|
||

|
| G
H

2

ϕr + λ  L

（26）

最优输入信号的功率谱形式为

ϕ
opt

r ( )e
jw = μ2

nλϕrc

2πN
（27）

其中的 μ2 需满足如下的等式成立
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μ2 =

|
|
||

|
| H
G

2

( )L - 2πλ λ


nλϕrc

2πN

（28）

3.2 选择输入端误差平方的均值为性能指标

在这种情况下需要使得 E{ } u( )t - û( )t 2

2
尽可能小，由（18）式可得

u( )t - û( )t = æ
è

ö
ø

1
H

- 1
H +DH

r( )t - æ
è

ö
ø

H - 1
G

- H +DH - 1
G +DG

e( )t

通过以下的近似公式计算有
1
H

- 1
H +DH

» 1
H

- 1
H

+ 1
H 2

DH = 1
H 2

DH

H - 1
G

- H +DH - 1
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» é
ë
ê

ù
û
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H - 1
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- 1
G

é
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ù
û
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DH

u( )t - û( )t = 1
H 2[ ]0 1 é

ë
ù
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DH

r( )t - é
ë
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ù
û
ú

H - 1
G2

- 1
G

é
ë

ù
û

DG
DH

e( )t

同样由巴塞伐尔定理可得

E{ } u( )t - û( )t 2

2
= 1

2π 
1

H 4[ ]0 1 cov[ ]T̂ ( )θ é
ë
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0
1
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ê

ù

û

ú

úú
ú
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分别计算上式被积函数中的两项，其中的第一项整理后为

1
H 4[ ]0 1 cov[ ]T̂ ( )θ é

ë
ù
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上式中的第一项不包含有输入信号的功率谱 ϕr ，在优化问题中可舍去。被积函数中的第二项整理后得
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从上式可发现被积函数中的整个第二项都可以忽略。取

J2( )ϕr = nλ
2πN 

|
|
||

|
| H - 1

G

2ϕrc

ϕr

（29）

因此当选择输入端误差平方的均值作为性能指标函数时的最优输入信号设计问题可概括为如下的定

理3和定理4。

定理3 满足输入信号能量有限约束条件的最优化问题可描述如下

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

min
ϕr

J2( )ϕr = min
ϕr

nλ
2πN 

|
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subject to ϕu = 
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û
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|
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|
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2

λ  L
（30）

最优输入信号的功率谱形式为

ϕ
opt

r ( )e
jw = μ3H nλ

2πN
|
|
||

|
| H - 1

G

2

ϕrc
（31）
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其中的 μ3 需满足如下的等式成立

μ3 =
L - 2π |

|
||

|
| H - 1

G

2

λ

1
H 

nλ
2πN

|
|
||
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| H - 1

G

2

ϕrc

（32）

同理可以推导出当输出信号能量受限时最优输入信号的功率谱密度形式。

定理4 满足输出信号能量有限时的最优化问题描述为
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í
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min
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最优输入信号的功率谱形式为

ϕ
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r ( )e
jw = μ4

nλ
2πN
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|
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G

2

ϕrc
（34）

其中的 μ4 需满足如下的等式成立
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|
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3.3 选择输出端估计值平方的均值为性能指标

该性能指标是用来反映最小方差控制跟踪外部干扰白噪声的目的。在这种情况下，需要使得

E{ } ŷ( )t 2

2
尽可能小，由（17）式可得
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作近似运算得到
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上式中的第一项和第四项都不包含有输入信号的功率谱 ϕr ，第三项取数学期望运算后为零。故只需

计算第二项的展开式为
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同理上式中的第二项可忽略。取

J3( )ϕr = 1
2π 

nλϕrc

Nϕr

=J1( )ϕr
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当选择闭环输出端估计值平方的均值作为性能指标函数时的最优输入信号设计问题等价于选择闭环

输出端误差平方的均值为性能指标函数下的最优输入信号设计问题。

4 仿真算例

考虑如下的离散时间线性系统

y( )t =G( )θ u( )t +H ( )θ e( )t

G( )θ =
B( )θ
A( )θ

 H ( )θ =
C( )θ
A( )θ

其中的3个多项式的真实值分别为

A0( )q = 1 - 1.6 q-1 + 0.8 q-2 - 0.64 q-3 + 0.65 q-4

B0( )q = 0.25 q-1 + 0.12 q-2

C0( )q = 1 + 0.24 q-1 + 0.12 q-2

对于输入信号设计问题的仿真，需分以下两种情况来讨论：

1）当选择输出端误差平方的均值为性能指标时：对于输入信号限制为二进制信号，幅值为 ±2 ，信号长

度取为10 S，采用本文的优化方法迭代的方法求解带约束的优化问题，经过20次迭代后所得的输入信号为

图2所示的曲线。图3给出利用文献［1］中的方法所得到的最优输入信号曲线。由图2可见，采用本文优化

方法得到的曲线恰为一个期望的二进制信号，且其幅值为 ±2 。而图3中输入信号的幅度仅为 ±1，与期望

的输入信号复制存在较大的差异，其差异在于文献［1］省略了较多重要项。

图2 最优输入信号
Fig.2 Optimal input signal

图3 采用文献1方法所得的最优输入信号
Fig.3 Optimal input signal obtained through

method of literature 1

2）当选择输入端误差平方的均值为性能指标时：

对于输入信号限制为二进制信号，幅值为 ±2 ，信号

长度取为20 s，采用本文优化迭代的方法求解带约束的优

化问题，经过 40次迭代后所得的输入信号为图 4所示的

曲线：

5 结语

本文研究最下方差控制中的闭环最优输入信号设计问题。对闭环系统频域响应函数估计的渐近方差

矩阵进行了简化分析，将简化分析结果用于选择3种不同的性能指标函数下的最优输入信号设计问题中。

利用最优化的求解方法推导了3种不同情况下最优输入信号的功率谱密度表达式。

图4 最优输入信号
Fig.4 Optimal input signal
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Optimal Input Signal Design for Minimum Variance Control

Wang Jianhong

（School of Mechanical and Electronic Engineering，Jingdezhen Ceramic Institute，Jingdezhen 333403，China）

Abstract：To study the problem of designing the optimal input signal in minimum variance control，the paper de-

duces the relationship between the system model and disturb model in the structure of the minimum variance

controller and closed-loop feedback. Based on asymptotic analysis of frequency ring function estimation in the

close-loop feedback system，perturbation of the relationship among system object model，noise model and the

controller is considered. The average value of output error square，input error square and the output estimating

value square as evaluating performance index function are adopted to deduce constraint optimization problems

of the design of the optimal input signal in the three situations. By solving the corresponding constraint optimi-

zation problem，the power spectral density expression of the optimal input signal in the three situations is ob-

tained. Finally，simulation results show the feasibility and effectiveness of the method in this paper.

Key words：minimum variance control；optimal input signal；performance function
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