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基于Toffoli门的可逆数值比较器的设计与优化
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摘要：作为众多复杂量子电路的重要组成部件之一的可逆数值比较器还鲜有研究。首先基于Pauli-X门、CNOT门和Toffoli

门设计了1位可逆数值比较器和级联模块。多位数值比较器可在1位比较电路的基础上添加级联模块扩展得到。尔后对4

位可逆数值比较器进行了优化设计以便作为更多位数值比较电路的基本模块。优化的电路垃圾输出减少36%、量子门总数

减少24%，较好的提高了电路的性能。
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实现量子计算机是量子计算科学的最重要的目标之一，如果一旦成为现实，将直接影响整个经济社

会，极有可能成为新一轮产业革命的开端。量子电路的设计是实现该目标的重要一环。量子计算机的概

念源于对可逆计算机的研究。随着芯片体积的缩小和集成度的提高，计算机的能耗对芯片的影响越来越

大。能耗制约着集成度，也限制着计算机的运行速度。20世纪60年代，IBM公司的Rolf Landauer［1］考察了

能耗问题后指出：能耗产生于计算过程中的不可逆操作。从物理原理上讲，无需擦除信息的可逆操作可以

实现无能耗的计算［2］。可逆电路的输入和输出存在一对一的映射关系，在操作的过程中不会丢失信息［3］，

因此无需擦除信息。一个量子可逆逻辑电路是由可逆逻辑门构成的无循环网络。基本的可逆门包括：

Pauli-X 门、受控非门（CNOT）、Toffoli 门等。迄今为止，已经提出了各种可逆加法器、乘法器等量子电

路［4-6］，但对于数值比较器还缺乏研究。本文探索基于Toffoli门的可逆数值比较器的设计和优化。

1 可逆电路的设计原则

设计可逆量子电路的基本方法是：首先确定完成特定计算功能所需的量子门和量子门之间的联系；接

下来进一步确定用这些量子门实现计算功能的最小量子门序列。

设计可逆电路的基本原则包括：1 最少垃圾输出原则。垃圾输出是指既不作为下一个可逆门的输入

也不是当前需要的计算结果的输出。最少垃圾输出是可逆逻辑电路设计的一个最主要的挑战之一，在设

计的过程中应尽可能多的使用每个量子门的输出。 2 尽量少用常量输入。 3 最少可逆门原则。 4 尽量

避免扇出，因为扇出需要额外的复制电路。 5 模块化设计原则。对小的电路进行模块化设计，这样可以很

方便的用小模块组装出复杂的电路。

2 几个基本的可逆门

在一定时间间隔内实现逻辑变换的量子装置称为量子逻辑门。一个可逆门电路不仅可以从输入推断

出输出，还能从输出推断出输入。传统的逻辑门如AND与门有两个输入1个输出，无法由单独的输出推断

出具体的两个输入数据。为了实现可逆功能，电路中的量子门的输入和输出都是一一对应的，输入线和输

出线的数目相同，即量子门的输入和输出是 1 ´ 1、2 ´ 2 、3 ´ 3 等，这样才能由输出结果推断出输入数据。
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迄今为止，共提出了4 000多个可逆门，所有的量子门都可以用酉矩阵表示。量子门按照它作用的量子位

的数目可分为一位门、二位门和三位门等。在此仅介绍用来构建数值比较器的 Pauli-X 门、受控非门

（CNOT）和Toffoli门。

2.1 Pauli-X门

Pauli-X门，也叫非门，是1位可逆量子门，其作用是对输入进行逻辑取反。即对经典位的0和1进行互

换。当它作用于态矢 |φ >上时，如果 |φ >为 |0 >，输出就是 |1 >；同理，如果态矢是 |1 >，输出就是 |0 >。但

在量子情况下存在着经典中没有的情况，就是当态矢为两个基矢 |0 >和 |1 >的线性叠加态时，量子非门的

作用表现为 X|ϕ X ( )A|0 > +B|1 > =A|1 > +B|0 >。Pauli-X门的线路符号用一个带有方框的X表示。

2.2 受控非门（CNOT）

受控非门是一个2位可逆量子门，具有两个输入和两个输出。在两个输入位中，一位是控制位，另一位

是目标位，即受控位。受控非门的作用是：当控制比特是 |1 >时，受控比特取非；否则，受控比特不发生变

化。它的另一种表达形式为：|AB >® |ABÅB >，其中，Å表示模2加，因此受控非门实际上实现的是异或

的功能。受控非门的线路符号如图1所示，图中的实心圆点表示控制位，另一个大圆圈符号表示目标位。

2.3 Toffoli门

Toffli门是 3 位量子门。该门有两个控制位，一个目标位。当两个控制位都为 |1 > 时，目标位反转。

Toffoli门的逻辑关系表示为：|ABC >® |ABCÅAB >。Toffoli门对于布尔逻辑来说，是一个完备的量子

门。如果把Toffoli门的某些输入位固定，忽略某些输出位，就可以用它来构成任何逻辑函数。Toffoli门的

线路符号如图2所示。

3 一位数值比较器的设计

数值比较器是用来判断两个数的数值大小或相等的器件，是重要的量子电路逻辑部件之一。设比较

两个一位的数值数据A和B，真值表如表1所示。
表1 比较两个一位数值数据大小的真值表

Tab.1 Table of comparing two one-bit numerical value

A
0
0
1
1

B
0
1
0
1

A>B(GA)
0
0
1
0

A=B(EQ)
1
0
0
1

A<B(GB)
0
1
0
0

用GA表示A>B，EQ表示A=B，GB表示A<B，根据真值表得到逻辑表达式：

ü

ý

þ

ï
ï
ï
ï

GA =AB̄
EQ = ĀB̄ +AB

= - -- ---
AÅB

GB = ĀB

（1）

将Toffoli门的3个输入设为A、B̄ 和0，可得到输出A、B̄ 和 AB̄ ，同理将3个输入分别置为 Ā 、B、0可得

到 ĀB 。EQ则可以先用一个受控非门得到 AÅB ，再将该结果用一个Pauli-X门取反得到。用受控非门和

Toffoli 门实现的一位数值比较电路如图 3 所示。线路中用了 5 个 Pauli-X 门、1 个受控非门和 2 个 Toffoli

图1 受控非门的线路符号
Fig.1 Wiring symbols of CNOT gate

图2 Toffoli门的线路符号图
Fig.2 Wiring symbols of Toffoli gate
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门。有4个输入（A，B，0，0）和4个输出（A，EQ，GA，GB）。

垃圾输出最小化是可逆逻辑电路设计的一个重要指标。受控非门 ||AB >® AAÅB >具有一个垃圾

输出 A ，Toffoli门 ||ABC >® ABCÅAB >有两个垃

圾输出 A 和 B 。在1位数值比较器的设计的过程中，

兼顾了可逆和最少垃圾输出的原则，如果少于4个输

出，则无法从输出知道输入的数据，违反可逆性，如果

采用大于 4个的输出，则可以减少Pauli-X门的使用，

但相应的代价是垃圾输出增多。电路中具有 1个垃

圾输出A，其他3个输出EQ，GA，GB均为有效输出。

4 多位数值比较器的设计

根据模块化的设计原则，可以在1位可逆电路的设计基础上设计出多位数值比较器。将多位数分为高

位和低位两部分，先分别比较高位部分和低位部分是否相等，再根据下面的公式2判断两个多位数值数据

最终的大小。公式2中的A和B表示要比较大小的两个多位数，A1 和 A0 分别为A的高位部分和低位部分，

B1 和 B0 分别为B的高位部分和低位部分。

ü

ý

þ

ïï
ïï

GA =GA1 +EQ1GA0

GB =GB1 +EQ1GB0

EQ =EQ1EQ0

（2）

将上式的逻辑关系用Toffoli门和CNOT门表示，

画出级联模块图，如图 4所示。线路图中共有 9个输

入和 9个输出，求EQ用了 1个Toffoli门，求GA和GB

分别用了1个Toffoli门和一个CONT门。模块共有3

个有效输出和 6个垃圾输出。3个有效输出EQ，GA，

GB可按需要作为下一步级联的输入。

设将1位数值比较器线路（图3）称为NG门，比较

器的级联模块线路（图4）称为CG门，则可将2位数值

比较线路模块化为图5所示。4位数值比较可以将数

值分为高 2位和低 2位分别进行比较，再将两个比较

结果按图5级联比较。其他多位数值比较均可用NG

模块和CG模块依此级联而成。

当需要比较的数值位数较多时，用 1位比较电路

直接级联实现多位数的比较需要用到多个NG模块和

CG模块。实现 n位数值比较需要 n个NG门和 n-1个

CG门，电路的级联层次多，需要的量子门总数较多，

垃圾输出也多。下面将设计一个优化的4位数值比较

器。

设比较两个 4 位二进制数（A3A2A1A0、B3B2B1B0）的

大小。用EQ表示两个数相等，GA表示A>B，GB表示

B>A。则有

图3 1位数值比较电路
Fig.3 Comparing circuit of two one-bit

numerical value

图4 比较器的级联模块线路图
Fig.4 Circuit of the cascading module used

in the comparator

图5 级联实现两位数值比较
Fig.5 Comparing two-bit numerical value by cascading
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GA =A3
-
B3 +

- -- ----- --
A3ÅB3A2

-
B2 +

- -- ----- --
A3ÅB3

- -- ----- --
A2ÅB2 A1

-
B1

+- -- ----- --
A3ÅB3

- -- ----- --
A2ÅB2

- -- -----
A1ÅB1A0

-
B0

=A3
-
B3 +E3A2

-
B2 +E3E2 A1

-
B1

+E3E2E1A0
-
B0

GB =-A3B3 +
- -- ----- --
A3ÅB3

-
A2B2 +

- -- ----- --
A3ÅB3

- -- ----- --
A2ÅB2

-
A1B1

+- -- ----- --
A3ÅB3

- -- ----- --
A2ÅB2

- -- -----
A1ÅB1

-
A0 B0

EQ = - -- ----- --
A3ÅB3

- -- ----- --
A2ÅB2

- -- -----
A1ÅB1

- -- ----- --
A0ÅB0

=E3E2E1E0

(3)

根据公式可知，求GA和GB需要用到多个Pauli-X门、受控非门和Toffoli门，因此采取了间接求GB的

方式，即采用公式（4）的方式：

GB = ----GA
- ---
EQ = - -- -- ----- --

GA +EQ （4）

将公式（3）和公式（4）中的与关系用Toffoli门实现，或（异或）关系用CNOT门实现，经过优化设计的

4位数值比较电路如图 6所示。优化的 4位数值比较线路共有 16个输入和 16个输出。线路图共用了 13

个Pauli-X门、12个受控非门、10个Toffoli门，具有13个垃圾输出。

图6 优化的4位数值比较电路
Fig.6 Comparing circuit of optimized four-bit numerical value

用1位的比较模块直接级联完成8位数的比较，需要将高4位和低4位级联比较得到结果，而高4位和

低4位又需要分别分为两个2位数级联比较，每个2位再细分为两个1位进行比较。这种方式级联得到的

电路共需要8个NG模块分别用于8个1位比较结果、4个CG模块用于得到4个2位比较结果、2个CG模块

用于得到两个4位比较结果、1个CG模块用于得到1个8位比较结果。每个NG模块有1个垃圾输出、用到

5个Pauli-X门、1个受控非门、2个Toffoli门。CG模块有6个垃圾输出、用到2个受控非门、3个Toffoli门。

用 1 位比较电路直接级联进行 8 位数的比较共有 8 ´ 1 + 7 ´ 6 = 50 个垃圾输出、8 ´ 5 = 40 个 Pauli-X 门、

8 ´ 1 + 7 ´ 2 = 22 个受控非门、8 ´ 2 + 7 ´ 3 = 37 个Toffoli门。而用经过优化的4位比较模块完成8位数值的

比较只需要2个4位模块通过1个CG模块级联即可得到比较结果。用这种方法得到的8位的数值比较线

路共有 2 ´ 13 + 6 = 32 个垃圾输出、用到 2 ´ 13 = 26 个Pauli-X门、2 ´ 12 + 2 = 26 个受控非门、2 ´ 10 + 3 = 23

个Toffoli门。和直接用1位比较电路级联得到的8位数值比较电路相比较，优化的电路产生的垃圾输出少
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18个，用到的Pauli-X门少14个，受控非门多4个，Toffoli门少14个。总体线路比用1位级联简洁，垃圾输

出减少了36%，量子门总数减少了24%，电路性能得到较好的提升。

5 结语

量子电路是量子模式识别［7］、量子图像处理的具体逻辑实现，电路的功能可以进一步用底层的量子细

胞自动机QCA［8］进行仿真。该文基于Pauli-X门、受控非门、Toffoli门进行了可逆数值比较器的设计。详细

阐述了 1 位数值比较器以及级联模块的设计与实现。文中所用的 3 种基本可逆门和 1 位比较电路均用

QCADesigner进行了仿真模拟，仿真结果证实了所设计电路的正确性。因为垃圾输出是影响可逆电路性能

最重要的因素，因此整个设计策略是尽量减少垃圾输出。为了进一步减少垃圾输出、减少量子门的使用，

文章对4位数值比较器进行了优化。文中所设计比较器电路的策略是：不管多少位数值，均采用多位同时

比较的方式进行，这与传统的比较方式（即先比较高位，如高位相等，再比较次高位，如又相等，再比较下一

位）的方式不同。比较器的比较策略和线路中所用的可逆门等可作进一步研究和探讨，利用数值比较器实

现更复杂的可逆电路系统也有待进一步研究。
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Design and Optimization of Reversible Numerical Comparator
Based on Toffoli Gate

Li Mingcui

（School of Information Engineering，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：As one of the most important components of many complex quantum circuits，reversible numerical

comparator has rarely been researched yet. Firstly，the circuits of one-bit comparator and the cascade module are

proposed based on Pauli-X gate，CNOT gate and Toffoli gate. More complex comparator circuits can be

achieved by constructing the one-bit module and the cascade module. Then，the four-bit numerical comparator is

optimized in order to construct more efficiently n-bit numerical comparators. After optimization，the garbage

output and the amount of quantum gate in the circuit are reduced by 36% and 24% respectively. And the circuit

performance is improved.

Key words：quantum；reversible；Toffoli；comparator
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