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摘要：稀疏表示的本质就是稀疏正规化约束下的信号分解。提出一种改进的正交匹配追踪算法，使运算量较高的矩阵求逆

运算转变为轻量级的向量运算或向量与矩阵的运算，可以加快逆矩阵和大矩阵乘积的求解。将此算法应用于稀疏表示的人

脸识别，探讨并验证了稀疏阀值的设置和训练字典的选择对人脸识别率和识别速度的影响。
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人脸识别问题是一个经典的模式识别问题。近年来，受到压缩感知理论的启发，基于稀疏表示的人脸

识别技术得到了广泛研究。基于稀疏表示的人脸识别是利用训练图片构造字典，再通过求解一个欠定方

程来求得测试图片的最稀疏线性组合系数，然后根据这些系数来对图像进行识别分类。

稀疏表示的人脸识别问题表示成数学形式为：Y =AX ，其中YÎRm 是m维自然信号，AÎRm × n 是预定

义的基（又称为字典），XÎRn 是自然信号在预定义基下的n维稀疏表示。在已知原始信号的基础上，求解

其在预定义基下的稀疏表示，是一个稀疏编码问题，可有以下两种求解方式［1-3］：

稀疏正规化约束下的稀疏编码：

X̂ = arg min ||Y -AX||22 s.t. ||X||0 K （1）

误差约束下的稀疏编码：

X̂ = arg min ||X||0 s.t.||Y -AX||22  ε （2）

式中：X̂ 是原始信号Y在预定义基下的稀疏表示系数；ε是误差容限；K是稀疏阈值；|| × ||0 表示 l0范数，即列

数向量中非0元素的个数。

稀疏编码与信号的压缩感知重构具有相同的数学形式，其主要的求解算法包括最小 l0范数法、贪婪迭

代匹配追踪系列算法等。其中，匹配追踪类方法为其近似求解提供了有力工具，在稳定性和运行速度方面

具有一定的优势。目前常用的匹配追踪类算法包括：正交匹配追踪（orthogonal matching pursuit，OMP）算

法［4-5］，基于树型搜索的正交匹配追踪算法［6］，正则化正交匹配追踪算法［7-8］，压缩采样匹配追踪算法［9］等。

1 正交匹配追踪算法

正交匹配追踪思想［4-5］本质上是来自于K“稀疏”，就是从过完备字典的N个原子中寻找K个关键分量，

这K个关键分量系数的绝对值应该比其它N-K个分量大得多。算法在每一次的迭代过程中，从过完备原子

库里选择与信号最匹配的原子来进行稀疏逼近并求出余量，然后不断迭代选出与信号余量最为匹配的原

子。为了减少迭代次数，算法通过递归对己选择原子集合进行正交化以保证迭代的最优性。具体见算法
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1，其中第5步是贪心选择原子的步骤，q是所选择原子的索引；第6步是将所选择的原子 Aq 添加到子空间

Aϕ ，Aϕ 是A的子矩阵；第7步是对已选择的原子进行正交化，并计算信号的表示系数 X = (AT
ϕ Aϕ)

-1AT
ϕY ，在

此需要计算 (AT
ϕ Aϕ)

-1 逆矩阵，矩阵的求逆运算是重量级的运算，往往需要对矩阵进行三角分解或QR分解；

第8步是计算最小残差R。
算法1 正交匹配追踪算法

第1步 输入：字典A，列信号Y，误差容限 ε或稀疏阈值K

第2步 输出：稀疏的系数X

第3步 初始化：设置残差 R :=Y ，系数 X := 0 ，Aϕ := [ ]
第4步 do while（迭代条件成立）

第5步 q :=max{ }k | ||AT
k R

第6步 Aϕ := [ ]Aϕ Aq

第7步 X = ( )AT
ϕ Aϕ

-1
AT
ϕY

第8步 R :=Y -AϕX

第9步 end do

2 改进的正交匹配追踪快速算法

正交匹配追踪算法的计算量主要集中在 ( )AT
ϕ Aϕ

-1
矩阵求逆，而 Aϕ 在每次迭代中只是增加一列，因此

对 ( )AT
ϕ Aϕ

-1
的求逆，完全可以用它的上一次迭代的逆矩阵推算得来。假设未更新前的子字典为 A͂ϕ ，则更

新后的子字典 Aϕ = [ ]A͂ϕ Aa 。令 F͂ = A͂T
ϕ A͂ϕ ，则可以推得：

F =AT
ϕ Aϕ =

é

ë
êê

ù

û
úú

A͂T
ϕ A͂ϕ A͂

ϕ

ϕAq

AT
q A͂ϕ AT

q Aq

= é
ë
ê

ù
û
ú

F͂ V
V T c

（3）

式中：V = A͂T
ϕ Aq ；c =AT

q Aq 。

由于F是对称正定矩阵，因此可令 F-1 = é
ë
ê

ù
û
ú

X Y
Y T w

，又由于 FF-1 = I（I为单位矩阵），经过运算可得到：

w =1 ( )c -V TF͂-1V ；Y = -F͂-1Vw；X = F͂-1( )I -VY T （4）

由于每次迭代都只是增加一列，因此在上式中 c和w都是标量，V和Y 是向量，而 F͂-1 是上一次迭代的

逆矩阵，是个已知矩阵，因此 F-1 的求解变成了向量或向量矩阵的轻量级运算。

为了进一步减少正交匹配追踪算法的计算量，可以跳过残差R的计算，直接计算 AT R ，并充分利用上

一次迭代的结果进行递推。其演算过程如下：

AT R =AT( )Y -AϕX =ATæ
è
ç

ö
ø
÷Y -Aϕ( )AT

ϕ Aϕ

-1
AT
ϕY =ATY -AT AϕF

-1AT
ϕY （5）

令 G͂ =AT A͂ϕ     Q͂ = A͂T
ϕY ，则 G = [ ]G͂ AT Aq     Q = éë

ù
ûQ͂T      ( )AT

qY  T
T

，G和Q的值都可以从上一次迭代的值递

推得到，AT R =ATY -GF-1Q =ATY -GX 。需要注意的是每一次迭代过程中字典A也需要更新，即将上次

选中的原子删除。同样 G͂ 也必需做同样的更新。改进的快速正交匹配追踪快速算法（fast orthogonal

matching pursuit，FOMP）见算法2：
算法2 改进的快速正交匹配追踪快速算法

第1步 输入：字典A，列信号Y，误差容限 ε或稀疏阈值K

第2步 输出：稀疏的系数X
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第3步 初始化：设置残差 R:=Y ，系数 X:= 0 ，Aϕ := [ ]，G:= [ ]，Q:= [ ]，n:= 1，product 0 =ATY

第4步 do while（迭代条件成立）

第5步 q :=maxk|A
T
k R|

第6步 If n > 1 then

第7步 计算c，V，w，Y，X，然后计算 F-1 = é
ë
ê

ù
û
ú

X Y
Y T w

第8步 Else

第9步 F-1 = ( )AT
q Aq

-1

第10步 End if

第11步 Aϕ : = [ ]Aϕ Aq

第12步 G = [ ]G͂ AT Aq  Q =
é

ë
êê

ù

û
úú

Q͂

AT
qY

第13步 X =F-1Q

第14步 AT R = product0 -GX

第15步 更新 product0和G

第16步 end do

3 在稀疏表示的人脸识别中的应用

基于稀疏表示的人脸识别利用测试人身份的稀疏性来进行人脸识别［10］。数学表示形式为：Y =AX ，其

中YÎRm 是测试人脸图像，AÎRm ´ n 是用已标识的若干个人的n幅人脸图像形成训练字典，每幅图像有m

个像素点。 X = [ ]00X T
i 00

T
ÎRn 是稀疏系数，除了与测试图像对应的系数为非0，X的其他值大

多为0。由于一般情况下 nm（虽然潜在的情况是 nm），A 是非完备字典，高维的图像数据破坏了方

程的欠定性，无法利用现有的稀疏编码算法求解，并且在现实中，噪声或遮挡不可避免，为此改为用

Y =AX + e 来描述，其中 eÎRn 是 n 维未知噪声，再将此式变换一下：

Y =[A I]é
ë
ù
û

X
e

=BW （6）

式中：I是单位矩阵，B =[A I]ÎR
m ´(n +m)

；W = é
ë
ù
û

X
e

ÎRn +m ，此时 n +m >m ，因此基于稀疏表示的人脸识别问

题变成求解以下最优化问题，可以用以上的FOMP算法来计算测试样本的表示系数X。

Ŵ0 = arg min ||W||0  s.t. Y =BW （7）

人脸识别问题实际上是一个测试样本的归类问题。获得了测试样本的稀疏表示X后，由于X中的非0

系数是与字典中属于某一样本类的原子相关，根据这些非0系数就可以简单快速判断测试样本所属类别。

但是由于不同样本类的同一光照角度的图像很相似，容易产生误判，另外噪声的存在使得许多小的非0项

和多个类别相关，因此我们需要设计一个更精确的分类器。具体做法是：将X中某样本类的系数保留，其

他样本类的系数清0，然后计算测试信号的非线性逼近误差值，最后比较所有样本类的误差值，最小的非线

性逼近误差所对应的类即是测试样本归属的类。

4 实验与参数设置

以Yale B人脸库［11］（the yale face database B）做人脸识别实验，选用10个人某种姿势下的64种不同光

照条件下的640幅图片，每幅人脸图片大小为 84 ´ 96 像素，对图片进行了直方图均衡化及归一化处理，实

验中选取每个人的一部分图片形成训练字典，随机选取其他的图片做测试样本。所选用的机器是Dell笔

记本电脑，Genuine Intel CPU 1.66 GHz，1 G内存。
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1）两种算法的对比。为了对比经典的OMP算法与改进的OMP算法的优劣，我们为每样本类选择15

个光照图片，选择的原则是尽量考虑各种光照角度的图片，从而构建一个大小为 8 064 ´ 8 214 的训练字

典。随机选择不在字典中的300幅人脸图片用于测试，设置稀疏阀值从5变化到50，在相同条件下应用这

两种算法进行人脸识别实验，分别记录下两种算法平均100幅人脸识别时间以及对应的识别率。所得到的

曲线图如图1所示。

由图1可知，改进的FOMP算法100幅人脸识别时间少于经典OMP算法，并且随着稀疏阀值的增加，

两种算法的人脸识别时间的差距加大，当稀疏阀值 K = 50 时，两种算法的100幅人脸识别时间相差达到14

秒多。

2）影响识别率的主要因素。在实验中我们发现增加稀疏阀值，相应地人脸识别率随着提高。图2是

设置字典大小为 8 064 ´ 8 214（每样本类15张图片），并给测试图片增加不同比例椒盐噪声的情况下，人脸

识别率也随稀疏阀值的变化曲线，由图2可知，在稀疏阀值较小时，增加稀疏阀值可明显提高识别率，但稀

疏阀值增加到一定值时（如 K > 15），识别率趋于稳定，分析其原因可知字典中每样本类的原子数目决定了

稀疏阀值的设置。

为了进一步提高人脸识别率，需对训练字典进行调整。为每个样本类提供各种角度的光照图片，特别

是极端光照条件下的人脸图片，能明显提高人脸识别率，见图3（a）。图4是设置稀疏阀值为20，分别为测

试人脸添加10%，30%，55%的椒盐噪声的情况下，人脸识别率随训练字典变化的曲线。由图4可知，在字

典大小达到一定值时（每样本类20幅图片），人脸识别率基本稳定下来，添加了55%椒盐噪声的测试样本的

识别率仍可达到 99.5%以上，这远远超过了人类肉眼的识别能力。图 3（b）是为测试图像分别添加 10%，

30%，55%的椒盐噪声后的图片。从图3可知，噪声达30%及以上的图片，人类肉眼已很难识别了。

由图3和图4可知，在噪声较小的情况下（30%以下噪声），每样本类的光照图片只需20张，也就是说在

光照变动不超过 30°的情况下，人脸图片是可以完全正确识别的，Yale B 人脸库光照的左右变动范围

为-130°~130°，上下变动范围为-40°~90°，光照角度并不全，如果补全数据，性能将可以进一步得到提高。

图3 训练图片和测试图片

Fig.3 training picture and testing picture

图4 不同噪声下人脸识别率随训练
字典大小的变化情况

Fig.4 Face recognition rate changes with the size of
dictionary under different noise

图1 FOMP算法与OMP算法运行速度的对比
Fig.1 The speed comparison between the
OMP algorithm and the FOMP algorithm

图2 不同噪声下人脸识别率随稀疏阀值的变化情况
Fig.2 Face recognition rate changes with the sparse

threshold under different noise
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5 结论

研究提出了一种改进的FOMP算法，此算法是将重量级的矩阵求逆或大矩阵乘积运算转变为轻量级

的向量运算或向量矩阵运算，从而提高了算法的运算速度。此算法可广泛应用于稀疏分解或压缩重构，特

别适合于人脸识别以及类似的高维数据的分类。将此算法用于人脸识别实验，分析了影响人脸识别率的

因素，通过实验验证了在光照角度的变动不超过 30°的条件下，可以实现人脸的完全正确识别。如果进一

步考虑人脸的表情、姿态等的变化，需要对训练字典的选择做进一步研究。
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Face Recognition Based on Sparse Representation and
Optimization Algorithms

Zheng Yi1，Cai Tijian2，3

（1. School of Railway Tracks and Transportation，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China；2. School of Infor-

mation Engineering，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China；3. School of Information and Science Engineering，

Central South University，Changsha 410075，China）

Abstract：The essence of sparse representation is the signal decomposition under the constraint of sparse regu-

larized. This paper proposes an improved orthogonal matching pursuit algorithm，which would convert the high

complexity operations of matrix into the lightweight operation of vector or vector-matrix computing. This im-

proved method could accelerate the solution of inverse matrix and large matrix multiplication. This paper ap-

plies the algorithm to face recognition based on sparse representation，exploring and validating the effect of the

sparse valve setting and training of the dictionary on face recognition accuracy and recognition speed.

Key words：compressed sensing；face recognition；sparse representation；orthogonal matching pursuit algo-

rithm；feature extraction
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