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曾明华 1，肖 瑜 2，黄细燕 1

（1. 华东交通大学轨道交通学院；2. 华东交通大学基础学院，南昌 330013）

摘要：缓解城市交通拥挤，改善交通网络效率是城市经济社会发展的重要议题，实际交通网络的多层次性被证明能改善交通

网络性能。多层次的现代城市交通网络中部分车辆受控于交通诱导与控制中心，遵从系统最优原则（SO），而其他出行者服

从用户平衡原则（UE），建立了这种多层次混合交通均衡及其等价变分不等式，并推导出了多层次混合均衡的效率损失上

界。该效率损失上界与网络层次结构、道路路况、交通需求水平、交通诱导信息渗透率相关，其特殊情况与以前所报道的结

果吻合。
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自由市场中所有出行者从个人角度考虑选择出行成本最小化的路径，出行者之间只有自私的博弈。

在没有诱导的条件下，依靠自由市场竞争所达到的用户均衡（UE）一般不能使有限资源分配达到系统最优

（SO）。如果部分出行者受控于交通诱导与控制中心，在系统最优的前提下用户出行路径选择，则系统最终

会趋向于一种介于系统最优和用户最优之间的状态。因此，系统中存在效率损失，但一直没有得到定量界

定。文献［1］最早提出了合作系数或无政府的代价来界定交通网络中由于用户的非合作行为而导致的效

率损失问题。在此基础上，文献［2］完成了一项具有代表性的工作，即，假设具有非负系数的线性阻抗函

数，发现用户均衡效率损失最多为系统最优的1/3。之后，许多学者为寻找用户平衡更小的效率损失上界

而进行了一系列拓展研究［3-5］。考虑到交通网络中部分出行者接受诱导中心的指挥、按照系统最优的原则

选择路径，而其他出行者根据个人成本最小的原则择路，文献［6］以及文献［7］建立了刻画这种混合交通行

为的变分不等式模型，推导了混合交通行为网络的效率损失上界。研究表明一般情况下的效率损失上界

与具体被研究的网络结构和交通需求水平等有关。

现实中交通网络是多模式的，多层次是多模式的伴生特征，并且已有研究表明多层次交通网络具有比

非层次网络更好的性能［8-9］。本文研究了具有多层次结构的交通网络中系统最优与用户均衡所构成的混合

均衡情况下效率损失问题，建立了混合均衡的等价变分不等式，并分析了多层次交通网络混合均衡的效率

损失上界。该研究结果表明效率损失上界与交通网络层次结构、道路路况、交通需求水平、交通诱导信息

渗透率等因素直接相关，若不考虑层次性可得文献［6］与文献［2］的分析结果。

1 问题阐述及符号

考虑交通网络G = (VE)，V为节点集合，E为区域所有路段集合。记W ={w}为所有起讫点(OD对)的集

合，Rw为OD对wÎW之间的所有路径构成的集合。va为路段aÎE的交通流量，v = ( )vaaÎE 为相应向量；

设 f w
r 为 路 径 OD 对 w 间 rÎRw 上 的 交 通 流 量 ，记 f = ( )f w

r rÎRwwÎW 为 路 径 流 量 向 量 。 记
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Δ = ( )δw
rarÎRwaÎE 为交通网络中边 -路径关联矩阵，当边a在路径 r上时，δw

ra = 1，否则，δw
ra = 0；记

Λ = ( )Λw
rrÎRwwÎW 为交通网络中OD-路径关联矩阵，若路径rÎRw，则Λw

r = 1，否则，Λw
r = 0。设路段a上

的可分离的路段成本函数为ca(va)是非负可微的，并且是关于路段流量va的单调递增凸函数；ca(va)ÎC，C是

给定的路段成本函数类，比如C是一簇多项式函数。

假设对区域交通网络中所有路段按照功能和技术等级分为不同层次ℏÎH，其中，H ={12 ...ℏ ...}代

表区域中交通模式的层次集合。设 X 为实数集合，对每个层次赋予一个度量lℏÎ(01)ÌX+ { |xÎX x > 0}

用以指示其对出行者的相对吸引强度，且满足åℏÎH
lℏ = 1，则将lℏ称为层次因子［8］。利用交通网络层次因子

给出OD对w间路径r上的广义路径费用

cw
r (v)=åℏÎH

ϖ ℏcw
rℏ(v) ，cw

rℏ(v)= å
aÎEℏ {bÎE|ℏb = ℏℏbÎH}

ca(v)δw
ra   "ℏÎH （1）

出行费用的选择受到用户学习和选择行为的影响，可参考文献［10］。

由于交通系统中存在安装有先进交通信息系统（ATIS）和无ATIS装置的两类出行者，他们各自遵循

SO和UE两种不同的路径选择原则，这种混合交通行为将导致混合均衡。假设OD对 w 上的市场渗透率皆

为 λwÎ(01) ，( )λwwÎW 满足某种分布，本文采用常用的均匀形式，即 λw = λ"w 。若OD对 w 之间的交

通需求量为 qw（记 q = ( )qwwÎW 为相应向量），则有装置用户的OD需求量为 λqw ，无装置用户的OD需

求量为 (1 - λ)qw 。下文用标记“
-
”和“


”分别表示有装置和无装置用户的相关变量，例如，f̄ w

r  v̄a 表示有

装置用户的路径流量和路段流量，f̄ = ( )f̄ w
r rÎRwwÎW 和 v̄ = ( )v̄aaÎE 表示有装置用户的路径流量向

量和路段流量向量。不妨记路段 a 上混合交通流为 ( )v̄a v̂a  v̑a ，记路径 rÎRw 上的混合交通流为

( )f̄ w
r  f ̂ wr  f ̑ wr ，并记 +v̑a  v̄a + v̂a ，+ f ̑ wr  f̄ w

r + f ̂ wr ，且 +v̑ = ( )+v̑a ，+ f̑ = ( )+ f ̑ wr 为相应的向量。

2 多层次交通网络混合均衡及其变分不等式

混合交通流 f ̑ wr "rw ，v̑a"a 需要满足下述约束条件：

v̄a =åwÎWårÎRw

δw
ra f̄ w

r   aÎE （2.a）

årÎRw

f̄ w
r = λqw  wÎW     ( )ūw （2.b）

f̄ w
r  0  wÎWrÎRw （2.c）

v̄a  0aÎE （2.d）

v̂a =åwÎWårÎRw

δw
ra f ̂ wr   aÎE （2.e）

årÎRw

f ̂ wr = (1 - λ)qw  wÎW     ( )ûw （2.f）

f ̂ wr  0  wÎWrÎRw （2.g）

v̂a  0aÎE （2.j）

其中: ūw ûw 表示相应约束的对偶变量，代表OD对 w 间的最小出行费用。分别记有装置用户的可行路径

（路段）流模式集合为 Ω̄f（Ω̄v），无装置用户的可行路径（路段）流模式集合为 Ω̂f（Ω̂v），则满足 Ω̄f  Ω̂f 的交

通流 ( )f̄ f̂ 和满足 Ω̄v  Ω̂v 的交通流 ( )v̄a v̂a 称为可行的。其中，Ω̄f Ω f̄
 { }f̄ |(2.b)(2.c)wÎWrÎRw ，

Ω̄v Ωv̄  { }v̄|(2.a) f̄Î Ω̄faÎE ，Ω̂fΩ̂v 定义类似。

层次交通网络混合均衡，是具有多层次结构交通网络中部分用户追求系统最优而其他用户追求用户

平衡所达到的一种均衡状态；满足系统最优条件的出行者内部，没有任何出行者可以通过单方面改变出行
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路径来降低其最小综合出行费用，而对于满足层次均衡条件的出行者而言，都不能通过单方面改变出行路

径来减少其最小出行费用。其中，系统最优条件和层次均衡条件如下

1）系统最优条件

ì
í
î

ï

ï

( )cw
r +Dcw

r - ūw f̄ w
r = 0

cw
r +Dcw

r - ūw  0
rÎRwwÎW （3）

式中，cw
r 是按式定义的层次路径费用，即 cw

r ( f̑ )=åℏÎH
ϖℏå

aÎEℏca(+v̑a)δ
w
ra ；Dcw

r 为 OD 对 wÎW 间路径

rÎRw 上的边际出行费用，即 Dcw
r ( f̑ )= ( )+ f ̑ wr ´ ( )cw

r ( f̑ )
′
。

2）层次均衡条件［9］

ì
í
î

cw
r  ûw if  f ̂ wr = 0

cw
r = ûw if  f ̂ wr > 0

rÎRwwÎW （4）

该条件的解释：若OD对 w 间路径 r 上没有交通流，则路径 r 的层次路径费用不小于最小层次路径费

用；若OD对 w 间路径 r 上有交通流，则路径 r 的层次路径费用等于最小层次路径费用，且交通流选择尽可

能多包含较高层次路段的路径。

定理1 设路段费用函数 ca(+v̑)aÎE 是关于 +v̑ 的单调递增凸函数，则多层次交通网络混合均衡等价

于：求 f ̑ wr = ( )f̄ w*
r  f ̂ w*

r ，使下述变分不等式成立

å
wÎW

å
rÎRw

( )cw
r ( f̑ *)+Dcw

r ( f̑ *) ( )f̄ w
r - f̄ w*

r + å
wÎW

å
rÎRw

cw
r ( f ̑ *)( )f̂ w

r - f̂ w*
r  0  "f̄Î Ω̄f"f̂Î Ω̂f （5）

证明 由变分不等式模型的Karush-Kuhn-Tucker条件，知

( )cw
r +Dcw

r - ūw f̄ w
r = 0cw

r +Dcw
r - ūw  0rÎRwwÎW

( )cw
r - ûw f ̂ wr = 0cw

r - ûw  0rÎRwwÎW

即为交通网络混合平衡条件，故有结论。

3 多层次交通网络混合均衡的效率损失上界

设 f S = ( )f wS
r rÎRwwÎW 和 vS = ( )vS

aaÎE 分别表示系统最优时的路径流量和路段流量，

f̑ * = ( )f ̑ w*
r rÎRwwÎW 与v̑* = ( )v̑*

aaÎE 是先进交通诱导信息作用下交通网络变分不等式(5)的最优解。

总路段流量解+v̑
*唯一，但是混合均衡条件下的路段流量v̑*却不唯一。混合均衡情况下的网络总费用表示为

T M = T(v̄* + v̂*)= T(+v̑
*)=åaÎE

ca(+v̑
*
a)+v̑

*
a，交通网络系统最优时网络总费用为T S = T(vS)=åaÎE

ca(vS
a)v

S
a。定

义混合均衡的效率损失[1]为ρM = T M T S = T(v̄* + v̂*) T(vS)。

以下分析多层次交通网络混合均衡的效率损失上界。

将 f S分解为 f̄ S = λf S与 f̂ S = ( )1 - λ f S，则代入定理1中的变分不等式并整理，可得

左边 =åwÎWårÎRw

cw
r ( f̑ *)λf wS

r +åwÎWårÎRw

Dcw
r ( f̑ *)( )λf wS

r - f̄ w*
r +åwÎWårÎRw

cw
r ( f ̑ *)(1 - λ) f wS

r 

åwÎWårÎRw

cw
r ( f̑ *) f̄ w*

r +åwÎWårÎRw

cw
r ( f̑ *) f ̂ w*

r =右边
（6）

根据城市道路网络中各层次道路子网络即支路子网络、次干路子网络、主干路子网络的比例构架呈现

从底到顶的金字塔型式，因此，较低层次道路子网络的车辆出行总费用在一般情况下会较高。于是，结合

式（1），式（6）不等号右边的式子

右边 åaÎE
ca(+v̑

*
a)+v̑

*
a ||H = T M ||H （7）

而（6）式不等号左边的式子
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左边 =åwÎWårÎRw
( )cw

r ( f̑ *)- cw
r ( f S) f wS

r +åwÎWårÎRw

cw
r ( f S) f wS

r +åwÎWårÎRw

Dcw
r ( f̑ *)( )λf wS

r - f̄ w*
r

 åℏÎH
(ϖℏ)2 T S +åℏÎH

ϖℏ( )å
aÎEℏ( )ca(+v̑

*
a)- ca(vS

a) vS
a +åaÎEℏc

′
a(+v̑

*
a)+v̑

*
a(λvS

a - v̄*
a)

于是，（6）式变为

T M ||H  åℏÎH
(ϖℏ)2 T S +åℏÎH

ϖℏ( )å
aÎEℏ( )ca(+v̑

*
a)- ca(vS

a) vS
a +åaÎEℏc

′
a(+v̑

*
a)+v̑

*
a(λvS

a - v̄*
a) （8）

对某个层次，对属于该层次的每条路段定义参数

ϕa(ca+v̑
*
aλ) max

va  0

( )ca(+v̑
*
a)- ca(va) va + c′a(+v̑

*
a)+v̑

*
a(λva - v̄*

a)

ca(+v̑
*
a)+v̑

*
a

（9）

令maxva  0 Fa(va)= ( )ca(+v̑
*
a)- ca(va) va + c′a(+v̑

*
a)+v̑

*
a(λva - v̄*

a)。Fa(va)存在唯一最大值，在dFa(va) dva = 0的

解v*
a处取得，故ϕa(ca+v̑

*
aλ)存在上界。由于考虑交通网络层次结构，+v̑

*
a依赖于层次结构，故令

ϕ(Cλℏ)maxcaÎC maxaÎEϕa(ca+v̑
*
aλ) （10）

根据公式（10），由（8）式进一步可推导出T M ||H  åℏÎH
(ϖℏ)2 T S + ϕ(Cλℏ)T M，即

ρM = T M

T S


åℏÎH
(ϖℏ)2

1 ||H - ϕ(Cλℏ)
（11）

于是，得到下述混合均衡效率损失上界定理如下。

定理2 假设可分离的路段费用函数 ca(va) 是单调递增的凸函数，所有 ca 构成一个函数类 C ；设受控

于交通诱导中心的用户占交通网络总需求的比例为 λÎ(01) ，系统最优与用户平衡行为共同作用下的混

合均衡的路径（路段）流量解分别为 f̑ *（v̑*）；并设交通网络系统最优的路径（路段）流量解为 f S（vS）。那么

混合均衡的效率损失存在如式（11）所示的上界。

效率损失上界与交通网络层次性结构、受控于交通诱导信息的出行者比例、路段成本函数类型等因素

相关。上述效率损失上界界定了在最坏情况下交通网络的性能，由于现实交通网络中路段零流成本

ca(0)> 0 ，考虑到这一点［3］，现实交通网络的效率损失要更小一些。沿用定理2的符号，类似于文献［6］，下

述定理给出了一个更精确的上界。

定理 3 对 ca(0)> 0"aÎE ，假设存在依赖于混合均衡流量的 η(v̑*)Î( ]01 ，使得零流成本满足

ca(0) η(v̑*)ca(+v̑
*
a)"aÎE 。那么混合均衡与系统最优的网络总成本之比 ρM 存在如下上界

ρM 
åℏÎH

(ϖℏ)2

1 ||H - ( )1 - η(v̑*) ϕ(Cλℏ)
（12）

4 多项式路段费用函数情形下的效率损失上界

沿用定理2的符号和定理3中假设，定理4将给出采用常用的BPR路段费用函数情况下更吻合实际的

上界。

结合Fa(va)的表达式及ca的BPR函数形式，由dFa(va) dva = 0易于推导出

αa(va)
n + nαa(va)

n = αa(+v̑
*
a)

n + nλαa(+v̑
*
a)

n

解之，即得

va = æè
ö
ø

1 + nλ
1 + n

1 n

+v̑
*
a  [ ]ψ(nλ)

1 n

+v̑
*
a （13）

从而，将va的解代入（9）和（10）式，有
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ϕ(Cλℏ)= max
caÎCaÎE

max
va  0

( )ca(+v̑
*
a)- ca(va) va + c′a(+v̑

*
a)+v̑

*
a(λva - v̄*

a)

ca(+v̑
*
a)+v̑

*
a

= max
aÎE

n
æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 -

c0
a

ca(+v̑a
*n)

( )[ ]ψ(nλ)
1 + 1/n

- s̄*
a

其中：s̄*
a = v̄*

a +v̑
*
a；考虑两种极端情况，路段a上没有受控于交通诱导与控制中心的车辆和全部是受控于

交通诱导与控制中心的车辆，前者s̄*
a = 0，后者s̄*

a = 1，故s̄*
a = v̄*

a +v̑
*
aÎ[ ]01。

因为存在依赖于混合均衡流量的η(v̑*)Î( ]01 ，使得零流成本满足c0
a ³ η(v̑

*)ca(+v̑a
*n)"aÎE，所以

ϕ(Cλℏ) max
aÎE

n( )1 - η(v̑*) ( )[ ]ψ(nλ)
1 + 1/n

- s̄*
a （14）

s̄*
a，η(v̑*)都依赖于混合均衡流量解，且该解是与交通网络层次性结构直接相关，为了显性地表达此含

义，令γ(nλ v̑*ℏ)maxaÎEn( )1 - η(v̑*) ( )[ ]ψ(nλ)
1 + 1/n

- s̄*
a ，则ϕ(Cλℏ) γ(nλ v̑*ℏ)。从而，得到路段费用采

用BPR函数时的交通网络混合均衡效率损失上界

ρM 
åℏÎH

(ϖℏ)2

1 ||H - ( )1 - η(v̑*) γ(nλ v̑*ℏ)
（15）

定理4 取BPR函数 ca(va)= c0
a + αa(va)

n  ca(van) ，c0
a 即 ca(0) ，αa  0 ，nÎN（自然数集），那么交通网

络混合均衡的效率损失上界如上面的式（15）所示。

推论1 在多层次交通网络中，假定不存在交通诱导与控制中心以保证网络中部分车辆按系统最优

方式选择出行路径，则在该类交通网络中效率损失上界为

åℏÎH
(ϖℏ)2

1 ||H - ( )1 - η(v̑*)
2æ
è

ö
ø

n
1 + n

æ
è

ö
ø

1
1 + n

1 n
（20）

证明 由 推 论 中 的 假 定 知 λ = 0 ，则 v̑* = (0 v̂*) ，s̄*
a = 0 。 于 是 ，γ(n0 v̑*ℏ)= ( )1 - η(v̑*) æ

è
ö
ø

n
1 + n

æ
è

ö
ø

1
1 + n

1 n

，故有效率损失上界如（16）式。

推论2 若不考虑交通网络层次性，则交通网络混合均衡的效率损失为

ρM  1
1 - ( )1 - η(v̑*) γ(nλ v̑*)

（17）

稍作说明，推论2与文献［6］所得结果一致。

证明 在交通网络没有层次结构的情况下，所有路段处于同一层次，即 ||H = 1。且因为没有层次性，

路径费用函数不用层次因子加权，仍按通常的表达方式进行计算，即（1）式变为 cw
r (v)=åaÎE

ca(va)δ
w
ra ，从而

根据定理2和定理4的推导过程，可知式（17）成立。式中，γ(nλ v̑*) 是 γ(nλ v̑*ℏ) 在不考虑层次结构情况

下 的 表 示 ，因 为 v̑* 此 时 已 与 层 次 结 构 无 关 ， s̄*
a，η(v̑*) 自 然 与 层 次 结 构 无 关 ，所 以 ，

γ(nλ v̑*)=maxaÎEn( )1 - η(v̑*) ( )[ ]ψ(nλ)
1 + 1/n

- s̄*
a 。

根据推论2，进一步假设 λ = 0 ，则

γ(n0 v̑*)= ( )1 - η(v̑*) æ
è

ö
ø

n
1 + n

æ
è

ö
ø

1
1 + n

1 n

，ρM  1
1 - ( )1 - η(v̑*) γ(n0 v̑*)

若还不考虑定理中关于零流成本 ca(0) 的假设，即 η(v̑*)= 0 ，那么可得 γ(n0 v̑*)= æ
è

ö
ø

n
1 + n

æ
è

ö
ø

1
1 + n

1 n

。当

n = 1时，即有 γ(10 v̑*)=1 4 ，ρM  4 3，这与文献［2］的结果一致。
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5 结论

交通诱导信息在某种程度上提高了交通效率，降低了交通拥堵，但人们自私的出行行为使得交通网络

无法达到理想的系统最优状态。给出了多层次交通网络中混合均衡的等价变分不等式及效率损失上界，

交通网络效率损失上界与层次结构、交通需求水平、交通诱导信息渗透率、道路状况等多种因素有关，研究

方法具有较强的现实意义。此外，流量分布还受交通需求的分布形态、交通信息的分布形态、用户出行偏

好特点、交通管理政策等诸多因素的影响，因此，交通网络效率损失上界也受到这些现实因素的影响。

有研究表明多层次交通网络的性能会比传统不考虑层次性情况下所优化设计出交通网络的性能大幅

提升［8-9］，因此，本文融合层次性这一反映客观实际的结构形式对交通网络的效率损失进行研究，对设计效

率更高、性能更优的交通网络具有重要意义。相较于通常研究中采用的非层次交通网络，多层次交通网络

究竟在多大程度上降低混合均衡的效率损失，这将是下一步的工作。
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Mixed Equilibrium and Efficiency Loss of UE and SO with Multilevel
Transportation Network

Zeng Minghua1，Xiao Yu2，Huang Xiyan1

（1. School of Railway Track and Transportation，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China；2. School of Basic Sci-

ences，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：Improving urban traffic congestion and transportation network efficiency is important issues of urban

economic and social development. The performance of transportation network has been verified to be improved

with the help of the hierarchical network structure. In modern multilevel transportation network，some vehicles

are controlled by the traffic guidance and control center，and obey system optimal（SO）principle. Others ob-

serve the principle of user equilibrium（UE）. The multilevel mixed equilibrium and equivalent variational in-

equalities are established. In addition，upper bounds of efficiency loss of the mixed transport equilibrium is de-

duced，which is related to network hierarchy，road conditions，traffic demanding level，and traffic guidance infor-

mation. The special circumstances are similar to the results previously reported.

Key words：multilevel transportation network；mixed equilibrium；variational inequalities；efficiency loss
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