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摘要：在上双倍可测的度量空间上，我们刻画了Lipschitz空间及其一些等价性条件，并考虑了其异积分算子（Calderön -Zyg⁃
mund，C-Z），分数次积分算子，超奇异积分算子在Lipschitz空间上的有界性问题。
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1 介绍及其定义

设 ( )Xd 是度量空间，μ是 X 上的Borel测度，d 是 X 上的距离，若对 X 中以 x 为中心，以 r 为半径的

任意球 B(xr)ÌX ，xÎX ，rÎ( )0¥ ，存在正常数 Cλ ，使得

μ( )B( )xr  λ( )xr Cλ λ( )xr 2 （1）
其中：λ:X ´ ( )0¥ ® ( )0¥ 是非负控制函数，并且对任意的 xÎX ，r® λ( )xr 是 (0¥) 上的递增函数。则

μ满足上双倍条件，称 ( )Xdμ 为上双倍可测度量空间。

上双倍测度是 Hytönen 在文［1］中引入的，它将X. Tolso提到的非双倍测度与经典的双倍测度有机地

统一起来［2］。在该类度量空间上，杨大春定义了Hardy空间和正则有界平均振动函数空间即 RBMO( )μ 空

间，并证明了一系列有界性结论。

本文主要在上双倍可测度量空间上刻画齐次Lipshcitz空间并讨论各类积分算子在齐次Lipshcitz空间

上的有界性问题。所谓 β 阶的齐次 Lipshcitz 空间 Lip( )β ，0 < β  1 ，为任意函数 f:X®C 满足：

sup
x ¹ yÎX

|| f ( )x - f ( )y

d
β( )xy

<¥，易知 Lip( )β 是以  f
Lip( )β

= sup
x ¹ yÎX

|| f ( )x - f ( )y

d
β( )xy

为范数的Banach空间。

对于度量空间 ( )Xd ，还需附加些几何双倍条件的概念。

定义1 度量空间 ( )Xd 被称为几何双倍的，若存在某一正整数 N0 ，使得对于任意球 B( )xr ÍX ，存

在有限个球 { }B( )xir 2
i
覆盖 B( )xr 且这个覆盖的基数不超过 N0 个。

定义2 设 ( )Xd 是度量空间，Hytönen 在文［1］中指出下列条件是相互等价的。

( )Xd 是几何双倍的；对任意实数 εÎ( )01 ，任意球 B( )xd ÍX ，存在有限个球 { }B( )xiεr
i
覆盖

B( )xr ，使得这个覆盖的基数至多为 N0ε
-n ，其中 N0 同定义1.1中的 N0 ，记 n º log2 N0 ；

对任意实数 εÎ( )01 ，任意球 B( )xd ÍX 能够被 N0ε
-n 个以 { }xi i

为中心以 εr 为半径的不相交的球所
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覆盖，从而可以得任意球 B( )xd ÍX 能够包含至多 N04n 个以 { }xi i
为中心的不相交的球 { }B( )xir 4

N04n

i = 1
；

A. Gatto在文［3］中研究了非双倍测度条件下分数次积分算子，奇异积分算子，超奇异积分算子关于非

齐次Lipschitz空间的有界性［4-5］，最近，A. Eduardo推广了分数次积分算子在高斯测度条件下关于Lipschitz
空间的有界性。本文，考虑与上双倍可测度量空间有关的相应算子关于齐次Lipschitz空间的有界性。首

先回顾上双倍度量空间上的C-Z核定义［6］（Calderön -Zygmund）。
定义 3 令 Δ { }( )xx :xÎX ，函数 k ( )xy :X ´X \Δ®C 被称为标准C-Z核，如果存在正常数 δÎ(01]

和 C 使得

对任意的 xyÎX 且 x ¹ y ，有 ||k ( )xy C 1
λ( )xd ( )xy

；

对任意的 x1x2yÎX ，当 d ( )x1y  2d ( )x1x2 ，有 ||k ( )x1y - k ( )x2y C
d δ( )x1x2

λ( )xd ( )xy d δ( )x1y
，其中

0 < δ  1，存在实数 R > 0 ，对任意的 0 < ε <R ，有
|

|
||

|

|
||  ε < d ( )xy <R

k ( )xy dμ( )y C ，其中几乎处处 xÎX ；

则称 k ( )xy :X ´X \Δ®C 被称为标准C-Z核；lim
ε® 0 ε < d ( )xy <R

k ( )xy dμ( )y 存在。

T. Hytönen 和H. Martikainen介绍了上双倍可测度量空间上的C-Z核函数对任意实数 ε > 0 ，定义截断

核函数：

kε( )xy = k ( )xy χ
d ( )xy > ε( )xy

则仿照前面的定义有

定义4 设 fÎLip( )β 0 < β < δ  1，我们定义 T
~

ε f ( )x = X ( )kε( )xy - k1( )x0y f ( )y dμ( )y

则有 T
~

f ( )x = lim
ε® 0

T
~

ε f ( )x

定理1 设 k 是奇异C-Z核函数，T͂ 是相应奇异积分算子。若 0 < β < δ  1，则 T͂ 是 Lip( )β 上的有界算

子的充要条件是 T͂ ( )1 是常数。

下面，我们介绍分数次积分算子的定义。

定义5 设 α > 00 < γ  1，函数 kα:X ´X®C 称为阶数是 α的 γ正则分数核，若满足以下条件：

任意的 x ¹ y 有， ||kα( )xy C
d α( )xy

λ( )xd ( )xy
；

当 d ( )xy  2d ( )x1x2 有， ||kα( )x1y - kα( )x2y C
d
γ( )x1x2 × d α( )x1y

λ( )x1d ( )x1y × d γ( )x1y
；

假设 Tα 是分数次积分算子，被定义为：Tα( )f ( )x =  X kα( )xy f ( )y dμ( )y ，其中 fÎLip(β) 。

类似的，我们能够在Lipschitz空间上推广分数次积分算子的定义。

定义6 设 α > 0 ，0 < r  1，kα 是阶数为 α的 γ正则分数核，fÎ LP( )μ ，P > n α，α - n
p
< γ，我们定义

Tα

~
( )f ( )x =  X ( )kα( )xy - kα( )x0y f ( )y dμ( )y

式中：x0 是 X 中某一固定的点，注意上述积分在无穷处是局部收敛的，显然，函数的定义仅仅依赖 x0 的选

取，但任某两个通过上述算子（运算）并选取不同的 x0 后的函数仅差一个常数，因此，得到下述定理。

定理2 设 kα 是正则分数核，T
~
是分数次积分算子，若 0 < α < γ  1α + β < γ，则算子 T

~

α 是从 Lip( )β 到
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Lip( )α + β 有界的充要条件是 T
~

α( )1 是常数。

最后，考虑一类超奇异积分算子。

定义 7 设 0 < α < β  γβ - α < 1 ，函数 Dα:X ´X®C 被称为阶数为 α 的 γ 正则超奇异核若满足下面

条件：

任意的 x ¹ y 有， ||Dα( )xy C c
λ( )xd ( )xy d α( )xy

；

当 d ( )xy  2d ( )x1x2 有， ||Dα( )x1y -Dα( )x2y C
d
γ( )x1x2

λ( )x1d ( )x1y × d α + γ( )x1y
；

则定义超奇异积分算子 Hα ： Hα( )f ( )x =  X Dα( )xy ( )f ( )y - f ( )x dμ( )y 。

并且得到下面定理。

定理 3 设 Dα 是正则超奇异核，Hα 是奇异积分算子。 0 < β < γ  1 ，则算子 Hα 是从 Lip( )β 到

Lip( )β - α 有界的。

由超奇异积分 Hα 的定义，我们有 Hα( )1 = 0 。接下来 C 是一个和主要参数无关的正常数，但随着位置

的不同它会变化成带有下标的常数，比如 Cλ 和 λ有关。

2 预备知识和Lipschitz空间的刻画

为了证明主要定理，我们须引入以下定义和引理。

定义8 对于任意的 αβ > 1，若 μ( )αβ  βμ( )β ，球 BÍX 被称为 ( )αβ -倍。

给出 αβ > 1，即使几何双倍条件和上双倍这样的弱条件也能确保许多大的和小的 ( )αβ -双倍球。

引理1 设 ( )Xdμ 是可测度量空间，使得 μ满足上双倍条件，则有

 d ( )xy < r

d δ( )xy

λ( )xd ( )xy
dμ( )y Crδδ > 0

 d ( )xy > r
1

λ( )xd ( )xy d δ( )xy
dμ( )y Cr-δδ > 0

 r 2  d ( )xy < r
1

λ( )xd ( )xy
dμ( )y C

证明 设若 μ满足上双倍条件，即对任意 r > 0 ，μ( )B( )xr  λ( )xr Cλ λ
æ
è

ö
ø

xr
2

，从而有

 d ( )xy < r

d δ( )xy

λ( )xd ( )xy
dμ( )y = å

k = 0

¥

 2-k - 1r  d ( )xy < 2-k r

d δ( )xy

λ( )xd ( )xy
dμ( )y 

å
k = 0

¥

 2-k - 1r  d ( )xy < 2-k r

( )2-k r
δ

λ( )x2-k - 1r
dμ( )y å

k = 0

¥

( )2-k r
δ μ( )B( )x2-k r

λ( )x2-k - 1r
å

k = 0

¥

Cλ( )2-k r
δ

Crδ

应用类似的估计得

 d ( )xy  r
1

λ( )xd ( )xy d δ( )xy
dμ( )y = å

k = 0

¥

 2k r  d ( )xy < 2k + 1r

1
λ( )xd ( )xy d δ( )xy

dμ( )y 

å
k = 0

¥

 2k r  d ( )xy < 2k + 1r

1

λ( )x2k r ( )2k r
δ
dμ( )y å

k = 0

¥

( )2k r
-δ μ( )B( )x2k + 1r

λ( )x2k r
å

k = 0

¥

Cλ( )2k r
-δ
Cr-δ
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 r 2  d ( )xy < r
1

λ( )xd ( )xy
dμ( )y 

μ( )B( )xy

λ( )xr 2
Cλ 。

引理 2 设 ( )Xd 是几何双倍度量空间，μ 是有限集 X 上的 Borel 测度，若 β
-
> 5n ，则任意

fÎ L1
loc( )Xμ ，对几乎处处的 xÎX ，存在一列以 x 为中心的 æ

è
ç

ö
ø
÷5β

-
-双倍球 { }Bk k

，r( )Bk ® 0 ，使得

lim
k®¥

1
μ( )Bk

 Bk
fdμ = f ( )x

这个引理是 Hytönen 的结论，见文［1］。因此，我们可以陈述并刻画关于Lipschitz空间的等价条件。

定理4 设 fÎ L1
loc( )μ ，其中 μ是Borel测度，下列条件是等价的：

1）对于任意球 B ，存在一个数列集 fB ，使得这两条性质成立

对于任意以 r 为半径的球 B 有
1

μ( )5B  B || f ( )x - fB dμ( )x Cr
β

（2）
任意球U ，使得 BÌUr( )U  2r ，

|| fB - fU Cr
β

（3）
2）对于 μ测度下的几乎处处的 xÎX ，y 在 μ的支集中

|| f ( )x - f ( )y Cd ( )xy
β

（4）
3）任意实数 p0  p ¥，对于任意以 r 为半径的球 B ，则

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
μ( )5B  B || f ( )x -mB( )f

p
dμ( )x

1 p

Cr
β

（5）
其中 mB( )f = 1

μ( )B  B f ( )y dμ( )y ，对于任意球U ，使得 BÌUr( )U  2r

||mB( )f -mU ( )f Cr
β

（6）
证明 由引理 2，对 μ测度下几乎处处的 xÎX ，fÎ L1

loc( )μ 存在一列以 x 为中心的 æ
è
ç

ö
ø
÷5β

-
- 双倍球

{ }Bj
j
，r( )Bj ® 0 ，使得 lim

j®¥
1

μ( )Bj

 Bj
fdμ = f ( )x 。

另一方面，由条件1）对每个球 Bj 存在一个数 fBj
，使得

|
|
||

|
|mBj

( )f - fBj
 1
μ( )Bj

 Bj

|
|
||

|
| f ( )y - fBj

dμ( )y 
μ( )5Bj

μ( )Bj

1
μ( )5Bj

 Bj

|
|
||

|
| f ( )y - fBj

dμ( )y Crj

β

因此，我们有 lim
j®¥

fBj
= f ( )x ，同理，存在一列以 y 为中心的 æ

è
ç

ö
ø
÷5β

-
- 双倍球 { }Bj

'

j
，r( )Bj

' ® 0 ，使得

lim
j®¥

f
Bj

' = f ( )y ，则
|
|
|

|
|
| fBj

- f
Bj

' Cd ( )xy
β
。

任取球 B =B( )xr r  || x - y 设 U =B( )x2 || x - y Bk =B( )x2k r N 是使得 2N r > || x - y 成立的最小整

数，由式（3）得
|| fB - fU å

k = 0

N - 1 |
|

|
| fBk

- fBk + 1
+

|
|
|

|
|
| f

Bk

- fU Cå
k = 0

N - 1

( )2k r
β

+C( )2N r
β
C || x - y

β

同理，对于点 y ，任意球 B' =B( )ys ，使得 s  || x - y V =B( )y3 || x - y 。
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因此 || fB - f
B '  || fB - fU + || fU - fV + || fV - f

B' C || x - y
β
。

最后，我们由下式得不等式：

|| f ( )x - f ( )y = lim
j® 0

|

|
||

|

|
|| fBj

- f
Bj

' C || x - y
β

2）® 3）显然。

3）® 1）首先定义 fB =mB( )f ，由 Hytönen 不等式，则由条件3）可推导出条件1）。综上完成定理4的
证明。

3 定理的证明

首先我们讨论定理1的证明，即奇异积分算子在 Lip( )β 空间上的有界性。

首先注意到1ÎLip( )β ，所以只考虑充分条件，通过Lipschitz空间的定义，有

 T͂f
Lip( )β

= sup
x1¹ x2

||T͂f ( )x1 - T͂f ( )x2

d
β( )x1x 2

设 d ( )x1x2 = r ，T͂ ( )1 是常数，则得

||T͂f ( )x1 - T͂f ( )x2 
|

|
||

|

|
||  d ( )x1y < 3r( )kε( )x1y - kε( )x2y ( )f ( )y - f ( )x1 dμ( )y +

|

|
||

|

|
||  d ( )x1y > 3r( )kε( )x1y - kε( )x2y ( )f ( )y - f ( )x1 dμ( )y = I1 + I2

对于 I1 ，我们有

I1  d ( )x1y < 3r ||kε( )x1y ( )f ( )y - f ( )x1 dμ( )y +  d ( )x1y < 3r ||kε( )x2y ( )f ( )y - f ( )x2 dμ( )y +

|

|
||

|

|
||  d ( )x1y < 3r

kε( )x2y ( )f ( )x2 - f ( )x1 dμ( )y = J1 + J2 + J3

对于 J1 ，由定义6和引理1，我们有

J1  d ( )x1y < 3r

C
λ( )x1d ( )x1y

d ( )x1y
β f

Lip( )β
dμ( )y Cr

β f
Lip( )β

同理对于 J2 ，我们有

J2   d ( )x2y < 4r ||kε( )x2y ( )f ( )y - f ( )x2 dμ( )y Cr
β f

Lip( )β

对于 J3 ，由定义3和引理1，我们改写为

J3 
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

|

|
||

|

|
||  ε < d ( )x2y < r

k ( )x2y dμ( )y +
|

|
||

|

|
||  r < d ( )x2y d ( )x1y < 3r

k ( )x2y dμ( )y r
β f

Lip( )β


æ

è
çç

ö

ø
÷÷C +
|

|
||

|

|
||  r < d ( )x2y < 4r

k ( )x2y dμ( )y r
β f

Lip( )β
Cr

β f
Lip( )β

另一方面，由引理1和 β < δ，则有

|| I2 C  d ( )x1y > 3r

d ( )x1x2

δ

λ( )x1d ( )x1y d ( )x1y
δ
d ( )x1y

β
dμ( )y  f

Lip( )β
Cr

β f
Lip( )β

因此，我们完成了定理1的证明。

下面讨论定理2证明
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首先注意到1ÎLip( )β ，所以只考虑充分条件，通过Lipschitz空间的定义，我们有

 T͂α f
Lip( )α + β

= sup
x1¹ x2

||T͂α f ( )x1 - T͂α f ( )x2

d
α + β( )x1x2

设 d ( )x1x2 = r 和 T͂α( )1 是常数，则有

||T͂α f ( )x1 - T͂α f ( )x2 =
|

|
||

|

|
||  X ( )kα( )x1y - kα( )x2y ( )f ( )y - f ( )x1 dμ( )y 

|

|
||  d ( )x1y  2r( )kα( )x1y - kα( )x2y

|( )f ( )y - f ( )x1 dμ( )y +
|

|
||

|

|
||  d ( )x1y > 2r( )kα( )x1y - kα( )x2y ( )f ( )y - f ( )x1 dμ( )y : =H1 +H2

对于 H1 ，由引理1，则有

H1
|

|
||

|

|
||  d ( )x1y  2r

kα( )x1y ( )f ( )y - f ( )x1 dμ( )y +
|

|
||

|

|
||  d ( )x1y  2r

kα( )x2y ( )f ( )y - f ( )x2 dμ( )y +

|

|
||

|

|
||  d ( )x1y  2r

kα( )x2y ( )f ( )x2 - f ( )x1 dμ( )y   d ( )x1y  2r

d ( )x1y
α

λ( )x1d ( )x1y
 f

Lip( )β
d ( )x1y

β
dμ( )y +

 d ( )x2y < 3r

d ( )x2y
α

λ( )x2d ( )x2y
 f

Lip( )β
d ( )x2y

β
dμ( )y +  d ( )x2y < 3r

d ( )x2y
α

λ( )x2d ( )x2y
dμ( )y  f

Lip( )β
r
β 

C f
Lip( )β

r
α + β

对于 H2 ，我们有

H2   d ( )x1y > 2r || ( )kα( )x1y - kα( )x2y ( )f ( )y - f ( )x1 dμ( )y 

 d ( )x1y > 2r

d ( )x1x2

γ
× d ( )x1y

α

λ( )x1d ( )x1y d ( )x1y
γ f

Lip( )β
d ( )x1y

β
dμ( )y C f

Lip( )β
r
α + β

因此，我们完成了定理2的证明。

下面讨论定理3证明

同理，我们只需要考虑下面的不等式

||Dα f ( )x1 -Dα f ( )x2 Cr
β - α f

Lip( )β

事实上，我们可改写为

Hα f ( )x1 -Hα f ( )x2 =  d ( )x1y  2r
Dα( )x1y [ ]f ( )y - f ( )x1 dμ( )y -

 d ( )x1y  2r
Dα( )x2y [ ]f ( )y - f ( )x2 dμ( )y +  d ( )x1y > 2r[ ]Dα( )x1y -Dα( )x2y [ ]f ( )y - f ( )x1 dμ( )y -

 d ( )x1y > 2r[ ]Dα( )x2y [ ]f ( )x2 - f ( )x1 dμ( )y = S1 + S2 + S3 + S4

对 S1 进行估计，我们有

||S1 =
|

|
||

|

|
||  d ( )x1y  2r

D
α
( )x1y [ ]f ( )y - f ( )x1 dμ( )y C  d ( )x1y  2r

d ( )x1y
β

λ( )x1d ( )x1y d ( )x1y
α f

Lip( )β
dμ( )y 

C  d ( )x1y  2r

d ( )x1 y
β - α

λ( )x1d ( )x1y
 f

Lip( )β
dμ( )y Cr

β - α f
Lip( )β

；
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对 S2 ，我们进行类似的估计：

||S2 =
|

|
||

|

|
||  d ( )x1y  2r

D
α
( )x2y [ ]f ( )y - f ( )x2 dμ( )y 

C  d ( )x1y  3r

d ( )x2y
β

λ( )x2d ( )x2y d ( )x2y
α f

Lip( )β
dμ( )y Cr

β - α f
Lip( )β

对于 S3 ，我们有进行类似的估计：

||S3 =
|

|
||

|

|
||  d ( )x1y > 2r[ ]Dα( )x1y -Dα( )x2y [ ]f ( )y - f ( )x1 dμ( )y   d ( )x1y > 2r

d ( )x1x2

γ

λ( )x1d ( )x1y d ( )x1y
α + γ

 f
Lip( )β

d ( )x1y
β
dμ( )y  r

γ f
Lip( )β  d ( )x1y > 2r

1

λ( )x1d ( )x1y d ( )x1y
α + γ - β dμ( )y Cr

β - α f
Lip( )β

其中 β < α + γ，最后估计 S4

||S4 =
|

|
||

|

|
||  d ( )x1y > 2r[ ]Dα( )x2y [ ]f ( )x2 - f ( )x1 dμ( )y 

C  d ( )x1y > 2r

d ( )x1x2

β

λ( )x2d ( )x2y d ( )x2y
α f

Lip( )β
dμ( )y Cr

β - α f
Lip( )β

。
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Abstract：In the setting of upper doubling measure metric space，this paper analyzes the Lipschitz spaces and

equivalent conditions . Furthermore，it explores the boundedness of the Calderón-Zygmund operator，fractional

integral operator and hypersingular integral operator in Lipschitz spaces.
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