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非连通图C2n + 1Gn - 1的优美性
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摘要：证明了非连通图 C2n + 1Gn - 1 是优美图，其中 C2n + 1 是有 2n + 1个顶点的圈，Gn - 1 是任意一个有 n - 1条边的优美图。
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1 引言与概念

图的优美标号问题是组合数学中一个热门课题［1-15］。

本文所讨论的图均为无向简单图，V (G) 和 E(G) 分别表示图 G 的顶点集和边集。把一个有 p 个顶点 q

条边的连通图记为 (pq) -图。记号 [ ]mn 表示整数集合 { }mm + 1n ，其中 m 和 n 均为非负整数，且

满足 0 m < n 。

定义 1［1］ 对于一个图 G = (VE) ，如果存在一个单射 θ ：V (G) → { }01 ||E(G) 使得对所有边

e = uvÎE(G) ，由 θ′(e)= ||θ(u)- θ(v) 导出的 E(G) → { }12 ||E(G) 是一个双射，则称 G 是优美图，θ 是 G

的一组优美标号，称 θ′ 为 G 的边上的由 θ导出的诱导值。其中 u ，v 是图 G 中的顶点；θ(u) ，θ(v) 分别表示

顶点 u ，v 的标号值。

定义 2［2］ G 是 一 个 优 美 二 分 图 ，其 优 美 标 号 为 θ ，V (G) 划 分 成 两 个 集 合 XY ，如 果

max
vÎX

θ(v)< min
vÎ Y

θ(v) ，则称 θ是 G 的交错标号，称 G 是在交错标号 θ下的交错图。

定义 3［1］ 设 f 为 G 的一个优美标号，如果存在一个正整数 k ，使得对任意的，uvÎE(G) 有

f (u)> k  f (v) 或 f (u) k ＜ f (v) 成立，则称 f 为 G 的平衡标号（或称 G 有平衡标号 f ），且称 k 为 f 的特

征。图 G 称为平衡二分图。

显然，若 f 为 G 的平衡标号，则 k 是边导出标号为1的边的两个端点中标号较小的顶点的标号。

定义 4［1］ 在平衡二分图 G 中，设其优美标号 θ 的特征为 k ，并且 θ(u0)= k ，θ(v0)= k + 1，则称 u0 为 G

的二分点，v0 为 G 的对偶二分点。

事实上，由定义2和定义3可知：交错图就是平衡二分图，max
vÎX

θ(v)= k 。

定义5［1］ 圈 Cn 的某一个顶点粘接了一条悬挂边所得到的图，称为图 CnK1 。

本文研究了圈 C2n + 1 与另一优美图 G 的非连通并集的优美性。
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2 主要结果及其证明

引理 路 P2n + 1 = v1v2v2n + 1 是 平 衡 二 分 图 ，存 在 平 衡 标 号 θ ，使 θ(v1)= 0 ，θ(v2n + 1)= n ，路

P2n + 1 = v1v2v2n + 1 关于平衡标号 θ的二分点为 v2n + 1 。

证明 定义路 P2n + 1 = v1v2v2n + 1 的顶点标号 θ为

θ(v2k - 1)= k - 1k = 12n + 1；θ(v2k)= 2n - k + 1k = 12n

容易验证上面的标号 θ 是路的优美标号。令

X ={v2k - 1k = 12n + 1}；Y ={v2kk = 12n}；max
vÎX

θ(v)= n < min
vÎ Y

θ(v)= n + 1

所以上面的标号 θ 是路的平衡标号，路 P2n + 1 = v1v2v2n + 1 关于平衡标号 θ的二分点为 v2n + 1 。

定理 当 n  2 时，Gn - 1 是边数为 n - 1的优美图，则非连通图 C2n + 1Gn - 1 是优美的。

证明 因为V (C2n + 1)=V (P2n + 1)) ，设 θ 就是引理中给出的路 P2n + 1 = v1v2v2n + 1 的平衡标号，V(P2n + 1)=

X Y ，X ={v2k - 1k = 12n + 1}Y ={v2kk = 12n}。

且 max
vÎX

θ(v)= n < min
vÎ Y

θ(v)= n + 1θ(v1)= 0 ，θ(v2n + 1)= n ，设 f 是图 Gn - 1 的优美标号。

定义图 C2n + 1Gn - 1 的顶点标号 θ1 为

θ1( )u =
ì
í
î

ï

ï

θ(u)uÎX ;
θ(u)+ nuÎ Y ;
f (u)+ n + 1uÎGn - 1

下面证明标号 θ1 是图 C2n + 1Gn - 1 的优美标号。

1）由于 θ1:X®[0n]是双射；θ1:Y®[2n + 13n]是双射；

θ1:Gn - 1®[n + 12n]是单（或双）射；

θ1( )u <
uÎX

θ1( )u
uÎV (Gn - 1)

<θ1( )u
uÎ Y

，容易验证：θ1 ：V ( )C2n + 1Gn - 1 =V (Gn - 1)V (C2n + 1) → [ ]03n 是一个单射。

2）由点标号 θ1 导出的边标号 θ′1 为：

{θ′1( )e |eÎE(C2n + 1)}={θ′1( )e |eÎE(P2n + 1)}{θ′1(v1v2n + 1}=[n + 13n]{ }n =[n3n]

{θ′1( )e |eÎE(Gn - 1)}=[1n - 1]，

当 n2时，容易验证：θ′1 ：E( )C2n + 1Gn - 1 → [ ]13n 是一个双射。

因此 θ1 是图 C2n + 1Gn - 1 的优美标号。

在定理中，令 Gn - 1 = St(n - 1)（St(n - 1) 表示有 n 个顶点或有 n - 1条边的星形树）有

推论1 当 n  2 时，C2n + 1 St(n - 1) 是优美图。

在定理中，令 Gn - 1 =Pn（Pn 表示有 n 个顶点或有 n - 1条边的路）有

推论2 当 n  2 时，C2n + 1Pn 是优美图。（文献［3］中有此结论）

在定理中，令 Gn - 1 = Tn（Tn 表示有 n 个顶点或有 n - 1条边的优美树）有

推论3 当 n  2 时，C2n + 1 Tn 是优美图。

在定理中，令 Gn - 1 =Cn - 1 ，n = 4k ，有

推论4 当 k  1时，C8k + 1C4k - 1 是优美图。

在定理中，令 Gn - 1 =Cn - 1 ，n = 4k + 1，有

推论5 当 k  1时，C8k + 3 C4k 是优美图。

在定理中，令 Gn - 1 =Cn - 2K1 ，当 n  5 时，Cn - 2K1 是优美图，所以有

推论6 当 n  5 时，C2n + 1Cn - 2K1 是优美图。

吴跃生，等：非连通图 C2n + 1Gn - 1 的优美性 27
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例 根据定理和推论给出的 C9  St(3) ，C9 P4 ，C9 C3 的优美标号，如图 1，图 2，图 3 所示；

C11C4 ，C11C3K1 的优美标号如图4，图5所示。

图1 C9  St(3) 的优美标号 图2 C9 P4 的优美标号 图3 C9 C3 的优美标号

Fig.1 The graceful labeling of C9  St(3) Fig.2 The graceful labeling of C9 P4 Fig.3 The graceful labeling of C9 C3

图4 C11C4 的优美标号 图5 C11C3K1的优美标号

Fig.4 The graceful labeling of C11C4 Fig.5 The graceful labeling of C11C3K1
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Researches on the Gracefulness of Unconnected Graph C2n + 1Gn - 1

Wu Yuesheng，Wang Guangfu，Xu baogen

（School of Basic Science，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：The present paper proves if n  2 then unconnected graph C2n + 1Gn - 1 is a graceful graph，where

C2n + 1 is（2n + 1）-vertex cycle；and Gn - 1 is a graceful graph with n - 1 edges.

Key words：graceful graph；unconnected graph；cycle
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An Evaluation Study on Expressways Based on Subjective and Objective Safety

Zhou Xiaohuan 1，Guo Zhongyin 1，Li Zhizhong2，Wang Xiaoan 2

（1. Key Laboratory of Road and Traffic Engineering of the Ministry of Education，Tongji University，Shanghai 201804，China；

2. Yunnan Communications Science Research Institute，Kunming 650011，China）

Abstract：According to the road alignment spacial geometric properties，this paper firstly adopts spatial curva-

ture of expressways as objective index，and integrates the NASA-TLX scale of drivers as subjective index. Then

the model of the subjective and objective safety is constructed according to the fuzziness of road safety and with

the application of clustering method. The case study shows that the model corresponds with the reality，which

can be applied to the expressway linear evaluation for future reference.

Key words：expressway；road safety evaluation；subjectivity and objectivity
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