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共形平坦流形中具有常平均曲率的超曲面

宋晴晴，宋卫东

（安徽师范大学数学计算机科学学院，安徽 芜湖 241000）

摘要：主要研究了局部对称共形平坦流形中一类具有常平均曲率的紧致无边超曲面，得到了这类超曲面的一个刚性定理。
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1 引言及主要结果

设 N n + 1 是 n + 1维共形平坦单连通完备黎曼流形，M n 是 N n + 1 中具有常平均曲率的紧致无边的超曲

面。对于共形平坦流形的子流形已有不少研究［1-3］。文［1］研究共形平坦黎曼流形中具有常平均曲率的完

备超曲面，获得了一些刚性定理，文章继续类似的问题得到如下结果：

定理1 设 M n 是局部对称共形平坦流形 N n + 1 中的紧致无边的超曲面，且具有常平均曲率，以 S 代表

其第二基本形式模长的平方，令 Tc tc 分别是 N n + 1 的 Ricci 曲率的上确界和下确界，如果 N n + 1 在 M n 上 x

点处的截面曲率 Kn + 1in + 1i 满足å
i

λi Kn + 1in + 1i =
(2nTc -K)H

n - 1
，则

1）如果 S 
8ntc - 4nTc - 2K

n n - 1
，那么 M 是全脐的超曲面。

2）如果 S =
8ntc - 4nTc - 2K

n n - 1
，那么 M 是全脐的或者与一个有两个不同的主曲率，且其中一个主曲率

是一重的超曲面等距。

其中 S 代表其第二基本形式模长的平方，tc ，Tc 分别是 Nn + 1 的 Ricci曲率的上确界和下确界，{ }λi 是

M 的主曲率。

2 准备工作

如无特别说明，规定各类指标的取值范围如下：

1 ABC n + 1; 1  i jk n

并且 Σ号下重复指标表示在相应范围内求和。

设 M n 是 n + 1维局部对称共形平坦空间 N n + 1 中具有常平均曲率的完备超曲面。在 N n + 1 上选取局部

标准正交标架场 { }eA ，使得它限制在 M n 上，{ }ei 与 M n 相切，en + 1 与 M n 正交。设 { }ωA 和 {ωAB} 分别是

{ }eA 的对偶标架场和联络1-形式。在此标架下 N n + 1 的结构方程为
[4]

dωA = -å
B

ωABΛωBωAB +ωBA = 0 （2）
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dωAB = -å
C

ωACΛωCB +
1
2åCD

KABCDωCΛωD （3）
限制在 M n 上，有

[5]

ωn + 1 = 0ωn + 1i =å
j

hijωjhij = hji （4）
dωi =å

j

ωijΛωjωij +ωji = 0 （5）
dωij = -å

k

ωikΛωkj +
1
2åk l

RijklωkΛωl （6）
Rijkl =Kijkl + hik hjl - hilhjk （7）

其中：ωij 是 M n 的联络 1-形式。 hij ，Rijkl ，KABCD 分别表示 M n 的第二基本形式，曲率张量 R 的分量和

N n + 1 曲率张量 K 的分量。 M n 的第二基本形式模长的平方 S =å
i j

(hij)
2M n 的平均曲率 H = 1

nåi

hii 。用 hijk

和 hijkl 分别表示 hij 的共变导数，则
[5]

hijk - hikj = -Kn + 1ijk （8）
hijkl - hijlk =å

m

(hmj Rmikl + him Rmjkl) （9）
N n + 1 是局部对称的，则

Kαijkl =å
β

(h
β

il Kαβjk + h
β

jl Kαiβk + h
β

kl Kαijβ)-å
m

hαml Kmijk （10）
又 N n + 1 是共形平坦的，即其黎曼曲率张量为

KABCD =
1

n + p - 2{ }δAC KBD - δAD KBC +KACδBD -KADδBC -
K

n + p - 1
(δACδBD - δADδBC) （11）

其中：K ，KAB 分别为 N n + 1 的数量曲率、Ricci曲率。

令 Tc tc 分别是 N n + 1 的Ricci曲率的上确界和下确界，则

tc KAA  Tc(n + 1)tc K  (n + 1)Tc （12）
引理

[6]
设 u1u2un 是 n 个实数，满足∑

i
ui = 0，å

i

ui
2 =BB  0 ，则

|

|
||

|

|
||å

i

ui
3  n - 2

n(n - 1)
B

3
2 （13）

且等号成立当且仅当有 n - 1个 ui 相等。

3 定理1的证明

现定义 hij 的Laplacian为 Dhij =å
k

hkkij 则

Dhij =å
k

hkkij -å
k

(Kn + 1kikj +Kn + 1ijkk)+ å
km

(hmk Rmijk + hmi Rmkjk) （14）
由于 M n 具有常平均曲率，所以

å
k

hkki = 0 （15）
因此

Dhij = -å
k

(Kn + 1kikj +Kn + 1ijkk)+ å
km

(hmk Rmijk + hmi Rmkjk) （16）
由［7］知
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Dhij = nHKn + 1in + 1j -å
k

Kn + 1kn + 1k hij + nH å
i jk

hik hkj - Shij + å
i jk l

(Klkik hlj +Klkjk hli + 2Klijk hlk) （17）
则有

1
2
DS = å

i jk

hijk
2 +å

i j

hijDhij = å
i jk

hijk
2 + nHå

i j

hij Kn + 1in + 1j -å
k

Kn + 1kn + 1k hij
2 + nH å

i jk

hik hkjhij - S2 +

å
i jkm

hij(Kmkik hmj +Kmkjk hmi + 2Kmijk hmk)
（18）

选取适当的基使

hij = λiδij （19）
下面估计（18）式中各项，由（11）式有

-å
k

Kn + 1kn + 1k hij
2 = -Så

i

Kn + 1in + 1i  -
n

n - 1
é
ë

ù
û

2Tc -
K
n

S （20）
令

ui = λi -H ||Z 2 =å
i

ui
2å

i

ui = 0 ||Z 2 = S - nH 2å
i

λi
3 =å

i

ui
3 + 3H ||Z 2 + nH 3 （21）

因此，由（13）（21）式有

nH å
i jk

hijhjk hki - S2 = nHå
i

λ i
3 - S2 = -S2 + nHå

i

ui
3 + 3nH 2 ||Z 2 + n2 H 4 

-S2 -
n(n - 2)

n(n - 1)
||H ||Z 3 + 3nH 2 ||Z 2 + n2 H 4 = ||Z 2

(nH 2 -
n(n - 2)

n(n - 1)
||H ||Z - ||Z 2

)
（22）

考虑以 ± n
2 n - 1

为特征值的二次型
[7]

F(xy)= x2 - n - 2
n - 1

xy - y2

作正交变换

u = 1
2n

[ ](1 + n - 1)x + (1 - n - 1)y v = 1
2n

[ ]( n - 1 - 1)x + ( n - 1 + 1)y （23）
F(xy) 可以写成

F(xy)= n
2 n - 1

(u2 - v2)

令 x = n ||H  y = ||Z 。

又由于（23）是正交变换，于是

x2 + y2 = u2 + v2 = S

可得

nH 2 -
n(n - 2)

n(n - 1)
||H ||Z - ||Z 2 = x2 - n - 2

n - 1
xy - y2 = n

2 n - 1
(u2 - v2)= n

2 n - 1
(2u2 - S) - n

2 n - 1
S （24）

以（22）（24）得
nH å

i jk

hijhjk hki - S2  - nS
2 n - 1

||Z 2
（25）

å
i jkm

hij(Kmkik hmj +Kmkjk hmi + 2Kmijk hmk)=å
i j

(λi - λj)
2 Kijij =

1
n - 1åi j

(λi - λj)
2(Kii +Kjj -

K
n

)

1
n - 1

(2tc -
K
n

)å
i j

(λi - λj)
2 = 2

n - 1
[2ntc -K] ||Z 2

（26）

由（18）（19）（20）（25）（26）式可得
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1
2
DS  nH

é
ë
ê

ù
û
úå

i

λi Kn + 1in + 1i -
(2nTc -K)H

n - 1
+ ||Z 2é

ë
êê

ù

û
úú

4ntc - 2nTc -K
n - 1

- nS
2 n - 1

又由定理1的条件可得

1
2
DS  ||Z 2é

ë
êê

ù

û
úú

4ntc - 2nTc -K
n - 1

- nS
2 n - 1

所以

M n
||Z 2é

ë
êê

ù

û
úú

4ntc - 2nTc -K
n - 1

- nS
2 n - 1

 0 （27）
1）若

S 
8ntc - 4nTc - 2K

n n - 1

则由（27）式有

0 = ||Z 2 = S - nH 2

于是 M 为全脐类空超曲面。

2）若

S =
8ntc - 4nTc - 2K

n n - 1

则（27）式等号成立，于是（22）（26）式均取等号，由（22）等号成立知，至少有 n - 1个 λi 相等。

（i）若
λ1 = λ2 = = λn

则 M 全脐。

（ii）若
λ1 = λλ2 = = λn = uλ ¹ u

利用 hijk 的定义。有

0 = λiωij + λjωji = (λi - λj)ωij

故

ωij = 0 (i ¹ j) （28）
从而当

λi ¹ λjRijkl = 0 （29）
当等式（22）成立时，有 Kijij =

c1

2
。

由（6）式得

λi λj +
c1

2
= 0 (λi ¹ λj) （30）

由引理不妨设
μ1 = μ2 = = μn - 1μn ¹ μ1μi =H - λi i = 12n

故
λi H (i = 12n)

令
λ1 = λ2 = = λn - 1μ = λn

由方程（30）可得
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λμ = -
c1

2
 (n - 1)λ + μ = nH

从而

λ = 1
2(n - 1)

é
ë

ù
û

nH + n2 H 2 + 2(n - 1)c1 ，μ = 1
2
é
ë

ù
û

nH - n2 H 2 + 2(n - 1)c1

所以，M 与一个有两个不同的主曲率，且其中一个主曲率是一重的超曲面等距。

即定理1得证。
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On Hypersurfaces with Constant Mean Curvature in a Conformally Flat
Manifold

Song Qingqing ，Song Weidong

（College of Mathematics and Computer Science，Anhui Normal University，Wuhu 241000，China）

Abstract：This paper studies the hypersurfaces with constant mean curvature in a conformally flat manifold，

and some rigidity theorems are then generalized.
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