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θ型奇异积分算子在加权Morrey空间中的有界性
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摘要：设 θ(t) 是连续模，T 是带有 θ 型Calderón-Zygmund核的奇异积分算子。若 wÎAp ，1 < p <¥，利用外推原理和空间分解

理论，我们得到了 T 在加权Morrey空间上的有界性，即 T 是 L
pκ

(w) 到 L
pκ

(w) 有界的。
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算子在加权Lebesgue空间 L
p
(w) 有界问题可以追溯到 1972年Muckenhoupt在 1972年文［1］中对Har⁃

dy-Littlewood极大算子的讨论。文中提出了 Ap 权的概念，由此顺利解决了极大算子的加权有界性，并且使

得加权理论如今成为调和分析的主要分支之一。2009年，Komori和Shirai在文［2］中首次提出了加权Mor⁃
rey空间的概念，他们在文中讨论了极大算子以及Calderón-Zygmund奇异积分算子、分数次积分算子及其

交换子在加权Morrey空间中的有界性。最近出现了很多这方面的结果，具体参见文献［3-8］。另外加权

Morrey空间在偏微分方程中的应用，也得到了相应的推广，详见参考文献［9］。
奇异积分算子尤其是Calderón-Zygmund奇异积分算子在各种函数空间中的有界性的讨论是当代调和

分析研究的主要问题。1952年，Calderón和Zygmund将这一算子推广到了 Rn 上，他们运用实变方法解决了

算子在Lebesgue空间 L
p
(Rn) 的有界性问题从而使调和分析在高维空间中有了新的发展。1985年，Yabuta

在文［10］中首次提出了 θ 型奇异积分算子，并得到了 L
p
有界性  1 < p <¥。最近文［11］讨论了 θ 型奇异积

分算子Lipschitz有界性的一个等价条件。另一方面，Hytönen在文［12］得到了 θ 型Calderón-Zygmund奇异

积分算子在加权Lebesgue空间中的 L2(w) 有界性，并指出其最优上界为 C(nT2)[w]A2
。

2 定理及其证明

首先，我们来介绍加权Morrey空间的定义

定 义 1 设 1 < p <¥ ，0 < κ < 1 ，w 是 权 函 数 ，对 于 Rn 中 的 局 部 可 积 函 数 f (x) 若 满 足

 f (x)
L

pκ
(w)

: = sup
Q
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1
w(Q)κ Q || f (x)

p
w(x)dx

1
p

<¥，则称 f (x) 属于加权Morrey空间，并记其范数为  ×
L

pκ
(w)

。

注意到当 κ = 0时，L
p0

(w)= L
p
(w) 是对经典的加权Lebesgue空间的推广。

下面给出 Ap 权的如下定义

定义2 设1 < p <¥，若存在常数 C  1使得对于任意的正方体 Q 有
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||Q Qw(x)

1 - p'
dx

p - 1

C

其中 1
p
+ 1

p'
= 1，则称 w 属于 Ap 权。若对常数 C 取下确界，就记这个下确界为 [w]Ap

。

为了介绍 θ型Calderón-Zygmund奇异积分算子，先给出连续模的定义。

定义3 设 θ(0)= 0 ，称 θ:[0¥)®[0¥) 是一个连续模，若 θ是次可加的，即 θ(t + u) θ(t)+ θ(u) ，并且单

调递增。

从而可以定义 θ型Calderón-Zygmund奇异积分算子为

定义4 设 θ(t) 满足Dini条件 0
1θ(t)

t
d <¥，T 是带有核 K(xy) 且 L2(Rn) 有界的线性算子，满足：

1） ||K(xy) C || x - y
-n

，其中 x ¹ y ；

2）对于任意的 || x - y > 2 || x - x' > 0 有

||K(xy)-K(x'y) + ||K(xy)-K(x'y) Cθ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷
|| x - x'

|| x - y
1

|| x - y
n

则 K 称为 θ型Calderón-Zygmund核，Tf (x)= Rn
K(xy) f (x)dy 称为 θ型Calderón-Zygmund奇异积分算子。

因此，得到本文主要定理：

定理 1 设 1 < p <¥ ，wÎAp ，θ 是连续模，并且 T 是 θ 型 Calderón-Zygmund 奇异积分算子，则 T 是

L
pκ

(w)® L
pκ

(w) 有界的。

为了证明该定理，需要如下引理。

引理 1 设 wÎA2 ，函数 θ 是连续模，T 是带有核 K(xy) 的 θ 型 Calderón-Zygmund 奇异积分算子，

则有

 Tf
L2(w)

C(nT2)[w]A2
 f

L2(w)

根据上面的结果，我们就可以通过外推法得到 T 的 L
p
(w) 有界性，因此有必要介绍这一重要的定理，

其证明可参考文献［13-14］。
引 理 2 设 T 是 次 线 性 算 子 ，满 足 存 在 p0:1 < p0 <¥ 使 得 对 于 任 意 的 wÎAp0

有

 Tf
L

p0(w0)
C f

L
p0(w0)

，则对任意的 p:1 < p <¥以及 wÎAp 有  Tf
L

p
(w)
C f

L
p
(w)

。

3 定理的证明

证明 在方体 3Q 上考虑算子 T 的分解
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(3Q)c)(x)
p

wdx

1
p

: = I1 + I2

其中：χ3Q 和 χ
(3Q)c 为特征函数。

由引理1和引理2有
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至于 I2 ，取 Rn 中的范数为： || x - y = max
1  i  n

{ }|| xi - yi ，设 Q 的边长为 l ，x0 为 Q 的中心，由几何关系知，对

于任意的 xÎQ 以及 yÎ(3Q)c 有 || x0 - y C || x - y 。估计
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对于任意的 p > 1，取 p0 使得1 < p0 < p 。由于存在 gÎ L
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w (Q) ，且  g
L

(p/p0)'
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从而由Hölder不等式、Ap 权定义有
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结合前面 I1 的部分，从而有
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因此结论成立。
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Boundedness of θ -type Calderón-Zygmund Singular Integral Operators in
Weighted Morrey Space

Ye Xiaofeng，Wang Tengfei，Hu Yuanyuan，Wang Meng

（School of Basic Sciences，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：Let θ(t) be a modulus of continuity. Suppose T is a singular integral operator with θ -type

Calderón-Zygmund kernel. If wÎAp ，1 < p <¥，by using the extrapolation theory and decomposition of space，

we obtain that the operator T is bounded in weighted Morrey space. That is，T is bounded from L
pκ

(w) to

L
pκ

(w) .

Key words：modulus of continuity；θ type Calderón-Zygmund operator；weighted Morrey space；extrapolation；

Ap weights
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