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摘要：针对CRTS II型无砟轨道-桥梁轨道结构的特点，建立了列车-无砟轨道-桥梁耦合振动新模型。整个系统离散成一个

多节点的轨道单元和具有二系悬挂的动轮单元，基于有限元方法和Lagrange方程，建立列车-无砟轨道-桥梁时变系统竖向

振动方程。该模型具有程序编制容易、计算效率高的特点。作为应用实例，计算得出了两车通过时随机不平顺条件下轨道

桥梁结构的动力特性，说明新模型正确可行。
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我国正大力发展高速铁路，大多采用高架桥形式。高速列车通过高架桥梁引起结构的振动问题成为

研究热点，各国专家在理论和应用方面都做了大量工作。早期针对等截面均布梁提出的计算模型和计算

方法主要是解析或半解析法［1-3］。后来随着计算机技术的发展，又提出了比较复杂的分析模型。其中一种

是桥梁车辆耦合系统采取分离的方程，两者通过轮轨力平衡及几何相容条件联系，运用迭代法对车辆、轨

道桥梁动力方程交叉求解，得到耦合系统的动态响应［4-10］。另一种是模型是建立车辆桥梁系统的耦合方

程，桥梁结构采用有限元及模态分析法与子结构法模拟，车辆考虑为多自由度刚体，车桥耦合方程一般采

用直接积分法求解［11-12］。前者时间步长的选取要求较高 ，后者则因车桥耦合系统的系数矩阵会随着车辆

在桥上位置的变化而发生改变，这样在每一时间步求解时都必须重新产生和分解，而且随着车桥系统计算

模型的复杂性增加，耦合的自由度数也将变大，使得计算量变大。

本文在华东交通大学雷晓燕教授［13］车辆－无砟轨道－桥梁四层梁模型的基础上，提出了新型轨道－

桥梁单元和动轮单元，模型中只研究轮轨竖向动力响应；上部车辆系统和下部轨道系统沿线路方向左右对

称，取结构的一半进行研究。整个系统分解为上部车辆和下部无砟轨道－桥梁两个子系统。模型中耦合

系统的显式时变耦合运动方程，在每一步求解时，车辆和轨道系统之间的位移和力的协调关系自然得到满

足，对时间步长的选取要求不高。同时模型针对系统中不同结构采用了不同自由度，因此该方法的计算精

度高、程序编制容易，适合多节车辆通过时轨道结构的振动分析。

1 轨道-桥梁单元模型

本文模型针对桥上CRTS II型板式无砟轨道系统，将轨道－桥梁结构简化为四层梁单元模型，分别为

钢轨、轨道板、底座混凝土支撑层和桥梁。 ky1 ，cy1 分别为轨下垫层支承弹性、阻尼系数；ky2 ，cy2 分别为

CA砂浆层的支承弹性、阻尼系数；ky3 ，cy3 分别为混凝土垫层下桥梁的支承弹性、阻尼系数。
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以多节点的一个广义梁单元对长度为 L 轨道－桥梁结构的四层梁模型进行离散，角标 r ，s ，f ，b 分

别表示钢轨、轨道板、底座混凝土板、桥梁，如图1所示。钢轨、轨道板、底座混凝土支撑层、桥梁的自由度数

分别为 Nr ，Ns ，Nf ，Nb 。轨道单元的总自由度为 N ，即 N =Nr +Ns +Nf +Nb 。桥梁轨道单元的节点位移

向量为

ae

_
={ }qr1 qr2 ... qrNr

q s1 q s2 ... q sNs
qf1 qf2 ... qfNf

qb1 qb2 ... qbN b ( )1 ´N
（1）

对应的轨道－桥梁单元的插值函数为

φ( )x ={ }φr1( )x φr2( )x ... φrNr
( )x φs1( )x φs2( )x ... φsNs

( )x φf1( )x φf2( )x ... φfNf
( )x φb1( )x φb2( )x ... φbN b

( )x
( )1 ´N

其中 qrn ( )n = 1 ...Nr ，qsn ( )n = 1 ...Ns ，qnf ( )n = 1 ...Nf ，qbn ( )n = 1 ...Nb 分别为钢轨、轨道板、底座混

凝土支撑层、桥梁的节点位移。

图1 CRTS II板式无砟轨道－桥梁结构单元模型
Fig.1 CRTS II slab track－bridge element model

在文献【14】中，杨广军详细研究了在弹性支撑上的钢轨的多跨连续梁本征值问题，将钢轨模拟为弹性

地基上的 Euler 梁，研究表明其振型函数和相同结构简支梁的各阶振型函数完全相同。同时，将长厚比大

于 25的连续型轨道板、底座混凝土支撑层及桥梁模拟为梁模型，其模态函数可参考文献［15］。本文将钢

轨 部 分 的 插 值 函 数 φrn( )x 取 为 φr1( )x = 1 - 3
l2

x2 + 2
l2

x3 ，φr2( )x = x - 2
l

x2 + 1
l2

x3 ，φr3( )x = 3
l2

x2 - 2
l2

x3 ，

φr4( )x = -1
l

x2 + 1
l

x3 ，φrn( )x = sin
( )n - 4 πx

L
，( )n = 56Νr 。同时，将钢轨部分插值函数表达式中的角标 r

替换为 s ，f ，b ，即分别为轨道板、底座混凝土板、桥梁的对应的插值函数，由于轨道板、底座混凝土板、桥

梁的振动频率相对于钢轨要低，尤其是桥梁，可以采用相对较少的自由度即可获得满意的精度，因此单元

中轨道板、底座混凝土支撑层、桥梁采用不同的自由度数。

上述有关轨道－桥梁单元建模的方法，融合和有限元法与模态分析法的特点。这种方法与一般的常

规的轨道－桥梁广义梁单元相比，减少了计算自由度，且只有一个大单元，不需要判断车辆所在轨道-桥梁

系统的具体单元位置，因此具有自由度少、不需要组合轨道－桥梁单元有限元总矩阵、编程简单的特点。

根据有限元法推导单元的刚度矩阵、质量矩阵和阻尼矩阵。

下部四层轨道－桥梁单元的质量矩阵：

M
_ l

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

M
_ r( )Nr ´Nr

M
_ s( )Ns ´Ns

M
_ f ( )Nf ´Nf

M
_ b( )Nb ´Nb

（2）
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M
_ r

，M
_ s

，M
_ f

，M
_ b

分别为的钢轨、轨道板、底座混凝土支撑层、桥梁部分的单元协调质量矩阵，M
_ l

是维数为 N ´N 的对称阵。

其中 M
_ r(sfb)

( )m j = ρr(sfb) Ar(sfb)0
L

φr(sfb)m( )x φr(sfb) j( )x dx ，m 代表第 m 行，j 代表第 j 行。

四层轨道－桥梁单元的刚度矩阵：

K
_ l
= K

_
+ K

_ 1c
+ K

_ 2c
+ K

_ 3c

K
_
=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

K
_ r( )Nr ´Nr

K
_ s( )Ns ´Ns

K
_ f ( )Nf ´Nf

K
_ b( )Nb ´Nb

（3）

K
_ r

，K
_ s

，K
_ f

，K
_ b

分别为的钢轨、轨道板、底座混凝土支撑层、桥梁部分应变能产生的刚度矩阵。

其中：

K
_ r(sfb)

( )m j =Er(sfb) Ir(sfb)0
L
æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

d2( )φ
r(sfb)m

( )x

dx2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

d2( )φr(sfb)j ( )x

dx2
dx （4）

K
_ 1c

，K
_ 2c

，K
_ 3c

分别为一层离散、二、三层连续支承弹性产生的单元刚度。

设整个单元长度 L 中共有 t 个等距的离散支承，每两个支撑间的间距为 dl 。假设第一个支撑在单元

的原点处，第 i 个支撑位置的坐标为 xsi 。且 xsi = (i - 1)dl ，其中 i = 12s 。

则第 i 个支撑位置处的弹簧位移为

å
n = 1

Nr

q
rn
( )t φrn( )xsi - å

n = 1

Ns

q
ns
( )t φns( )xsi = N

_

iT

1
a
_

e （5）
N
_

iT

1 ( )1 ´N
={ }φr1( )xsi φr2( )xsi ... φrNr

( )xsi -φs1( )xsi -φs2( )xsi ... -φsNs
( )xsi 0( )1 ´ ( )Nf +Nb

（6）
K
_ 1c

= ky1å
i = 1

s

N
_

i

1
å
i = 1

s

N
_

iT

1
（7）

第一层连续支承弹簧的位移为

vsf = å
n = 1

Ns

q
sn
( )t φsn( )x - å

n = 1

Nf

q
fn
( )t φfn( )x = N

_

T

sf
a
_

e （8）

N
_

T

sf ( )1 ´N
=
ì
í
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï
0( )1 ´Nr

φs1( )x φs2( )x ... φsNs
( )x -φf1( )x -φf2( )x ... -φfNf

( )x 0
( )1 ´Nb

（9）

K
_ 2c

= 0
L{ }ky2 N

_ sf
N
_

T

sf
dx （10）

同理可以得到 K
_ 3c

。

四层轨道－桥梁单元的阻尼矩阵

C
_ l
= C

_
+ C

_ 1c
+ C

_ 2c
+ C

_ 3c
，其中 C

_
为比例阻尼。 C

_ 1c
，C

_ 2c
，C

_ 3c
分别为一层离散、二层连续支承弹簧产

生的耗散能产生的阻尼。
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C
_
=
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αr m_ r

+ βr k_ r

αs m_ s
+ βs k

_ s

αf m
_ f

+ βf k
_ f

αb m
_ b

+ βb k
_ b

（11）

其中 αrsfb ，βrsfb 分别为钢轨、轨道板、底座混凝土板、桥梁的比例阻尼系数。

C
_ 1c

，C
_ 2c

，C
_ 3c

分别与 K
_ 1c

，K
_ 2c

，K
_ 3c

形式相同，只是相应地将 ky1 ，ky2 ，ky3 分别置换成 cy1 ，cy2 ，cy3

即可。

2 车辆单元模型

将每节车辆离散为4个具有二系悬挂的独立动轮单元，车体、转向架和车轮均为刚体，只考虑其沉浮振

动；轮轨间为弹性接触；车轮始终与钢轨接触，即车轮不悬空。

车辆单元模型见图2，Mc ，Mt 为车体和转向架的质量；Ks1 ，Cs1 分别为车辆一、二系悬挂刚度、阻尼系

数；Ks2 ，Cs2 为车辆二系悬挂刚度、阻尼系数；Mwi(i = 1234) 为第 i 个车轮质量。 η表示轨面随机不平

顺幅值，与第 i 车轮接触处不平顺幅值为 ηi(i = 1234) 。

考虑钢轨有 Νr 个自由度，每个单轮有 3 个自由度，即车辆单元的自由度有 ( )Νr + 12 个。模型有

( )Νr + 12 个节点，分别为 r1 ，r2 ，…，rΝr
，c1 ，t1 ，w1 ，c2 ，t2 ，w2 ，…，c4 ，t4 ，w4 ；节点位移向量为

ae

_
={ }qr1 qr2 ... qrNr

q c1 q t1 q w1 q c2 qt2 qw2 q c3 qt3 qw3 qc4 q t4 qw4 ( )1 ´ ( )Nr + 12
（12）

Qi 为第 i 轮与钢轨的接触点，设原点与 Qi 间的距离为 xi ，xi = vt + ai ，即 t 时刻第 i 个车轮与原点的距

离，ai 为第 i 车轮在初始时刻与原点的距离。下部梁长为 L 。

假定下部梁单元（钢轨）的位移模式为

νr = å
n = 1

Nr

q
rn
( )t φrn( )x （13）

其中 φrn( )x 为梁的插值函数，其形式与轨道-桥梁单元的钢轨的差值函数一致。 qrn( )t 为 n 节点的节点位

移。根据有限元法推导单元的质量、刚度及阻尼矩阵。

图2 车辆单元模型
Fig.2 Vehicle element model

车辆单元的质量矩阵：

M
_ u

=
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

0( )Nr ´Nr

M
_ v
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其中

M
_ v

= diag{ }Mc Mt Mw1 Mc Mt Mw2 Mc Mt Mw3 Mc Mt Mw4 （14）
上部车辆单元的刚度矩阵：

K
_ u

= K
_ v

+ K
_ c

（15）

K
_ v

=
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

0( )Nr ´Nr

K
_ ve

，K
_ ve

=Ks2 N2
_

N T
2

_
+Ks1 N1

_
N T

1
_

（16）
其中

N T
2

_
={ }0( )1 ´Nr

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0

N T
1

_
={ }0( )1 ´Nr

0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1

N
_ c

=Kc N
_ c

N
_

T

c

（17）

其中：N
_

T

c
= ìí
î

ü
ý
þ

å
i = 1

4

-φr1( )xi å
i = 1

4

-φr2( )xi ... å
i = 1

4

-φrNr
( )xi 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

车辆单元的阻尼矩阵：

C
_ u

=
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

0( )Nr ´Nr

C
_ ve

（18）
其中 C

_ ve
的形式与 K

_ ve
相同，只是将 Ks1 ，Ks2 分别替换成 Cs1 ，Cs2 即可。

车辆单元的荷载向量：Q
_ u

= Q
_ v

+ Q
_ η

Q
_ v

={ }0( )1 ´Nr

Mc g Mt g Mw1g Mc g Mt g Mw2 g Mc g Mt g Mw3g Mc g Mt g Mw4 g （19）

Q
_ η

= ìí
î

ü
ý
þ

-å
i = 1

4

kcηiφr1( )xi -å
i = 1

4

kcηiφr2( )xi ... -å
i = 1

4

kcηiφrNr
( )xi 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 （20）

3 列车-轨道-桥梁耦合系统动力方程

整个离散成车辆和轨道－桥梁单元，一节车辆离散为4个动轮单元。程序编制时由于轨道－桥梁单元

是离散成一个多自由度的单元，单元矩阵即是总矩阵，所以不需要进行总矩阵的组合，且不需要判断车辆

所在轨道－桥梁系统的具体单元位置，因此程序编制容易。同时只需形成一次轨道－桥梁系统的特性矩

阵，在以后每一时步的计算中，再组集车辆单元的刚度、质量和阻尼矩阵，而且单元中针对振动频率不同的

部分选取了不同的自由度，大大降低了系统的自由度数，所以计算效率大大地提高了。

得到车辆 - 无砟轨道 - 桥梁耦合系统的时变动力有限元方程 M
_

ä + C
_

ȧ + K
_

a = Q
_

。其中：

M
_
= M

_ l
+ M

_ u
，K

_
= K

_ l
+ K

_ u
，C

_
=Cl +Cu ，Q

_
= Q

_ v

+ Q
_ η

。同时，当车轮运行至桥墩处时，为保证整个系统

的计算模型的几何不变性，采用有限元的零位移约束，即假设桥墩处桥梁竖直方向的位移为零。系统动力

有限元方程通过Newmark直接积分法求解。

4 算例

计算时选取两节车辆，分析轨道-桥梁结构的动力特性。车辆为和谐号CRH3，车速为83 m·s-1，基本参

5
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数见表1。轨道条件单跨为32 m的双线简支箱形梁桥，轨道板为连续轨道板，其参数取自文献［16］，具体参

数见表 2。线路总长 160 m，轨道－桥梁单元中钢轨、轨道板、底座混凝土板和桥梁分别取 200，150，150，
40个自由度［13］。Newmark数值积分法时间步长为0.001 s，考虑轨道随机不平顺状态时，采用最接近我国高

速铁路状况的德国低干扰谱，采用三角函数法［4］进行数值模拟，代入式（20）可得到其引起的附加动荷载。

计算结果见图3~图7。
表1 和谐号高速动车CRH3车辆结构参数

Tab.1 CRH3 vehicle parameters

参数

车体质量 Mc /kg
构架质量 M t /kg
轮对质量 Mwi /kg

取值

40 000
3 200
2 400

参数

二系弹簧刚度 Ks2 /(MN·m-1)
一系阻尼系数 Cs1 /(kNs·m-2)
二系阻尼系数 Cs2 /(kNs·m-2)

取值

0.8
100
120

参数

一系弹簧刚度 Ks1 /(MN·m-1)
固定轴距 2l1 /m
构架中心距离 2l2 /m

取值

2.08
2.5
17.375

表2 CRTSⅡ型板式无砟轨道桥梁结构参数

Tab.2 CRTSⅡ unballast slab track and bridge parameters

参数

钢轨质量 ρr Ar /(kg·m-1)
轨道板质量 ρs As /(kg·m-1)
桥梁质量 ρb Ab /(kg·m-1)
底座质量 ρf Af /(kg·m-1)
钢轨抗弯模量 Er Ir /(MN·m-2)
轨道板抗弯模量 Es Is /(MN·m-2)
底座抗弯模量 Ef If /(MN·m-2)
桥梁抗弯模量 Eb Ib /(MN·m-2)

取值

60
562.5
24 692.5
1 106.25
6.755 7
3.315
99.562 5
230

参数

垫板的支承弹性模量 ky1 /MN·m-1)
CA砂浆的支承弹性模量 ky2 /(GN·m-1)
桥梁的支承弹性模量 ky3 /(MN·m-1)
垫板阻尼系数 cy1 /(kNs·m-2)
CA砂浆的阻尼系数 cy2 /(kNs·m-2)
桥梁的阻尼系数 cy3 /(kNs·m-2)
轨枕间距 dl /m

轮轨接触弹簧刚 kc /(GN·m-1)

取值

51
33
100
47.7
34.58
248
0.65
1.325

图3~图7是部分具有代表性的轨道系统竖向动力时程曲线，其中包括：竖向轮轨作用力，钢轨、桥梁竖

向位移曲线、钢轨、桥梁竖向加速度曲线。从图3~图7可以看出，各指标数值均在通常范围内，各曲线趋势

符合物理概念。在钢轨竖向位移曲线中可以看出，当车轮经过钢轨某一处时，位移数值均较大，反之，位移

数值均很小，甚至接近零；此外，还可从图中的尖点来确定车轮的数目，车辆何时通过钢轨观察点，以及两

尖点间的时间差来确定车型，这些都说明本文模型得正确可行，也能较好地反映无砟轨道桥梁结构的竖向

动力特性。

图3 竖向轮轨作用力 图4 钢轨竖向位移
Fig.3 Vertical wheel/rail contact force fig.4 Vertical displacement of rail
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图5 桥梁竖向位移 图6 钢轨竖向加速度 图7 桥梁竖向加速度
Fig.5 Vertical displacement of bridge Fig.6 Vertical acceleration of rail Fig.7 Vertical acceleration of bridge

5 结论

提出的新型FEM梁单元的插值函数与简支梁振动精确模态函数一致，因此该梁单元所求解可以看成

是该梁振动的精确解，这样的梁单元是以梁振动精确模态函数为插值函数的特殊单元，可以较少的自由度

获得较高的精度。此类单元结合了有限元法与模态分析法的优点，适合分析其振动模态已知，形状规则的

振动结构。同时基于能量原理建立了动力控制方程，使得单元质量、刚度、阻尼矩阵形式对称，而且无砟轨

道-桥梁单元是离散成一个多自由度的单元，单元矩阵即是总矩阵，所以不需要进行总矩阵的组合，且不需

要判断车辆所在无砟轨道-桥梁系统的具体单元位置，这样就降低了程序编制的难度。同时单元中针对振

动频率不同的部分选取了不同的自由度，大大降低了系统的自由度数，又由于整个列车－轨道－桥梁系统

只包含车辆单元和轨道-桥梁两种单元，且每个时间步长中无砟轨道－桥梁单元对应的质量、刚度、阻尼矩

阵表达式不变，因而提高了计算效率。

文中运用模型计算了具有随机不平顺的无砟轨道桥梁时变系统竖向振动响应，得出了系统响应典型

时程曲线。其计算数值及曲线波形，都可以较好地反映无砟轨道桥梁系统的振动特性。
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A New Track Model for Vertical Vibration Analysis of Vehicle- Ballastless
Track-Bridge Coupling

Luo Wenjun1,2，Lei Xiaoyan2，Lian Songliang1

（1. Key Laboratory of Road and Traffic Engineering of the Ministry of Education，Tongji University，Shanghai 201804

China；2. Engineering Research Center of Railway Environment Vibration and Noise of Ministry of Education，East China Jiao-

tong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：Based on the structural characteristics of the CRTS II ballastless track-bridge system，a new model of

vehicle- track-bridge coupling vibration is presented. The system is firstly separated into driven wheel element

and a single“four layer beam”element. Then the vertical vibration equation of the vehicle-ballastless

track-bridge time-dependent system is established by means of finite element method and Lagrange equation.

The proposed model has advantages of convenience for programming and high efficiency for computing. The

vertical displacements are obtained by assuming the pure smooth rail. The comparison between the result and

reference shows the correctness and feasibility of the new model. As an application，the vibration characteristics

of the track bridge structure are calculated under random irregular conditions .

Key words：wheel element，ballastless track-bridge element；vibration analysis
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