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含有Hardy-Sobolev临界指标的拟线性方程组多解的证明

王 莉

（华东交通大学基础科学学院，江西 南昌 330013）

摘要：研究了一类含有Hardy-Sobolev临界指标权函数的拟线性方程组，运用最佳Sobolev常数和Nehari流形等变分方法证明

在一定条件下椭圆方程组正解的存在性以及多重性。
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本文考虑下面一类含有Hardy-Sobolev临界指标项与非线性耦合项的拟线性椭圆方程组：
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Lu =
|u|

p*(t)- 2
u

|x|t
+
ηα
α + β

|u|α - 2u|v|
β

|x|t
+ σ1|u|

q - 2
u xÎΩ

Lv =
|v|

p*(t)- 2
v

|x|t
+
ηβ
α + β

|u|α|v|
β - 2

v

|x|t
+ σ2|v|

q - 2
v xÎΩ

u = v = 0 xÎ¶Ω

（1）

式中：L × = -div(|Ñ × |p - 2Ñ ×)- μ | × |p - 2 ×

|x|
p 是椭圆算子；ΩÌRN 是包含原点的有界光滑区域，0  t < pp*(t)= p(N - t)

N - p

为临界Hardy-Sobolev指数；μ̄ (
n - p

p
)

p
是最佳Hardy常数，（1）中的参数满足下列假设条件：

(M ): N  p20  μ < μ̄0 < η <¥σ1σ2 > 01 < q < p0  t < p1 < αβ < p*(t)- 1α + β = p*(t) 。

之所以对问题（1）感兴趣是因为该方程组展示了关于能量泛函失紧状态下解的存在和非存在性现

象。当（1）中 η = 0σ1 = σ2 且 u = v 时，（1）可化为单个方程，而这类方程已经被许多学者研究并得出了许多

有趣的结论（参见［1-3］）。涉及到Hardy-Sobolev不等式的单个方程在物理上也有很多应用（参见［4］）。

因为问题（1）包含了Hardy项和弱耦合项，这样的问题在其他的文献当中是很少讨论到的。本文将利用

［5-6］的方法来证明在不同的假设条件下（1）多个正解的存在性。将在空间 E: =W ´W 中讨论问题（1），这
里W: =W

1p

0 (Ω) 表示 C¥
0 (Ω) 关于模 (Ω ||Ñ × p

dx)
1
p 的完备化空间。（1）对应的能量泛函为

I(uv): = 1
p Ω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷||Ñu

p + ||Ñv
p - μ

|u|
p + |v|

p

|x|
p

dx - 1
q Ω( )σ1|u|

q + σ2|v|
q

dx - 1
p*(t) Ω

|u|
p*(t) + |v|

p*(t) + η|u|α|v|
β

|x|t
dx ，

则 I(uv)ÎC1(W ´WR) （2）
若对任意的 ( )φψ ÎE ，有 ( )uv ¹ (00) I ′(uv)(φψ) = 0 成立，则称函数 z = (uv)ÎE 是方程组（1）的

解。于是求问题（1）的非平凡解等价于求 I(uv) 的非零临界点。让 ||Ω 表示 Ω 的 Lebesgue 测度，

-div(|Ñ × |p - 2Ñ ×)- μ | × |p - 2 ×

|x|
p 的第一特征值 Λ1(μ) 记为
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Λ1(μ): = inf
W\{0}

RN
(|Ñu|

p - μ
|u|

p

|x|
p
)dx

RN
|u|

p
dx

。

令 γ1: =
æ

è
çç

ö

ø
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p*(t)- q

p*(t)- p
Λ1(μ)

- q
p ||Ω 1 - q

p

-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

p - q

p*(t)- q
(S(ηαβμ t))

p*(t)
p

p - q

p*(t)- p

（3）

其中：S(ηαβμ t)= inf
(μv)Î( )D

1P( )RN
2
\{ }( )00

，

æ

è
çç

ö

ø
÷÷RN

(|Ñu|
p + |Ñu|

p - μ
|u|

p

|x|
p
)dx

p

p*(t)

RN

|u|
p*(t) + |v|

p*(t) + η|u|α|v|
β

|x|t
dx

，D
1p( )RN 为 C¥

0 ( )RN 关于模

RN
(|Ñu|

p
)

1
p
dx 完备化。

本文主要有以下两个结论：

定理1 若 ( )M 成立且有 0 < σ1 + σ2 < γ1 ，则（1）至少有一个正解。

定理 2 假 设 条 件 ( )M 成 立 且 b(μ) 和 δ 均 为 后 文 定 理 1 中 定 义 的 常 数 ，N(p - 1)
N - p  q < p

0  μ < N
p - 1

(Nq - pq -Np +N)

q
p ，则存在 γ2 > 0 使得对任意 σ1σ2 满足 0 < σ1 + σ2 < γ2 ，方程组（1）至少有两个正解。

在给出定理的证明之前先给出（PS）序列及（PS）条件的定义：

定义 对于泛函 I ，若序列 { }un 满足下列条件：

当 n®¥ 时，有 I(un)® dÎR ，I ′(un)® 0 在 H 1
0(Ω) 中，则称 { }un 为 I 在水平 d 处的Palais-Smale序列

（简称 (PS)d 序列）。

若 I 的任意一个（PS）序列都有强收敛子列，则称 I 满足Palais-Smale条件（简称（PS））。
下面对本文中即将用到的记号做一些说明：||u||W = æ

è
ö
øΩ(|Ñu|

p - μ |u|
p

|x|
p)dx

1
p

表示 W 空间的模 ，

||z|| = ||z||W ´W = ||(uv)||W ´W = ( )||u||
p

W + ||v||
p

W

1
p

表示W ´W =E 的模，E 的对偶空间记为 E-1 ，字母 C ，C ′ ，Ci 等

代表任意正常数。

1 局部 Palais-Smale条件

引理1 若 { }zn ÌE 为 I 的 ( )PS
c
序列且在 E 中有 zn ® z ，则有 I ′(z)= 0 且 I(z)F(τ

(1)

minτ
(2)

min) 。

其中 F(τ
(1)

minτ
(2)

min)= inf
τ1τ2  0

F(τ1τ2)< 0

τ
(i)

min =

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

q(1
q
- 1

p*(t)
)Λ1(μ)

- q
p ||Ω 1 - q

p

p( 1
p
- 1

p*(t)
)

1
p - q

σ
1

p - q

i  i = 12 ，

F(τ1τ2)= ( 1
p
- 1

p*(t)
)(τ

p

1 + τ p

2 )-
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
q
- 1

p*(t)
Λ1(μ)

- q
p ||Ω 1 - q

p(σ1τ1
q + σ2τ

q

2) 。

证明 令 zn = (unvn)z = (uv){zn}ÌE 为 I 的 (PS)c 序列，且 zn ® z 在 E 中弱收敛，则 I ′(z)= 0 ，于是

I(z)=
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
p
- 1

p*(t)
||z||

p - (1
q
- 1

p*(t)
)Ω(σ1|u|

q + σ2|v|
q
)dx 。
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由H ö lder不等式得

I(z)
p - t

p(N - t)
||z||

p - (1
q
- 1

p*(t)
)é
ë
ê

ù
û
úσ1(Ω|u|

p
dx)

q
p + σ2(Ω|v|

p
dx)

q
p ||Ω 1 - q

p 

p - t
p(N - t)

||z||
p - (1

q
- 1

p*(t)
)Λ1(μ)

- q
p ||Ω 1 - q

p(σ1||u||
q

W + σ2||v||
q

W)F(τ
(1)

minτ
(2)

min) 。

引理2 { }zn ÌE 为 I 的 (PS)c 序列，则 { }zn 在 E 中有界。

证明 反证法。设 zn = (unvn) ，若 ||zn||®+¥，令 z̄n = (ūn v̄n)=
zn

||zn|| =
æ
è
ç

ö
ø
÷

un
||zn||

vn
||zn|| 。

假设 z̄n ® z̄ = (ū v̄) 在 E 弱收敛，从而对任意的1 m < p*(t)在 Lm(Ω) 中有 ūn 强收敛 ū ，v̄n 强收敛 v̄ ，并

且

Ω(σ1|ūn|
q + σ2|v̄n|

q
)dx = Ω(σ1|ū|

q + σ2|v̄|
q
)dx + on(1) （4）

因为 { }zn ÌE 为 I 的 (PS)c 序列且有 ||zn||®+¥，从而当 n®¥时有

||z̄n||
p =

p(p*(t)- q)

q(p*(t)- p)
||zn||

q - pΩ(σ1|ūn|
q + σ2|v̄n|

q
)dx + on(1)® 0 ，此式与 ||z̄n|| = 1相矛盾。

引理3 如果 c 满足 -¥< c < c*: = p - t
p(N - t) (S(ηαβμ t))

N - t
p - t +F(τ

(1)

minτ
(2)

min) 则 I 满足 (PS)c 条件。

证明 利用标准的变分原理过程就可得证该引理，也可见参考文献［7］。
2 Nehari流形

由于 I 在 E 上没有下界，因此需要在Nehari流形 Mσ1σ2
上考虑能量泛函 I ，其中：

Mσ1σ2
={ }zÎE\{(00)}| I ′(z)z = 0 。

引理4 方程（1）对应的能量泛函 I 在Nehari流形 Mσ1σ2
上是强制的且有下界。

证明 若 z = (uv)ÎMσ1σ2
则由H ö lder不等式以及Sobolev嵌入定理得

I(uv)
p - t

p(N - t)
||z||

p - (1
q
- 1

p*(t)
)é
ë
ê

ù
û
úσ1(Ω|u|

p
dx)

q
p + σ2(Ω|v|

p
dx)

q
p ||Ω 1 - q

p 

p - t
p(N - t)

||z||
p - (1

q
- 1

p*(t)
)(σ1 + σ2)Λ1(μ)

- q
p ||Ω 1 - q

p||z||
q 

从而 I 在 Mσ1σ2
上是强制有下界的，证毕。

定义Ψ (uv)= I ′(uv)(uv) ，则对任意 (uv)ÎMσ1σ2
，有

Ψ ′(uv)(uv) = p||z||
p - p*(t)Ω

|u|
p*(t) + |v|

p*(t) + η|u|α|v|
β

|x|t
dx - qΩ(σ1|u|

q + σ2|v|
q
)dx =

-(p*(t)- p)||z||
p + (p*(t)- q)Ω(σ1|u|

q + σ2|v|
q
)dx

（5）

同文献［8］的方法，将 Mσ1σ2
分成三部分：

M +
σ1σ2

={(uv)ÎMσ1σ2
| Ψ′(uv)(uv) > 0}

M 0
σ1σ2

={(uv)ÎMσ1σ2
| Ψ′(uv)(uv) = 0}

M -
σ1σ2

={(uv)ÎMσ1σ2
| Ψ′(uv)(uv) < 0}。

引理5 若 z0ÎE 是 I 在 Mσ1σ2
上的局部极小点，且 z0ÏM 0

σ1σ2
，则在 E-1 中有 I ′(z0)= 0 。

证明 参考Brown-Zhang在文献［9］中的证明。
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引理6 对任意的 σ1 + σ2Î(0γ1)有 M 0
σ1σ2

=Æ。

证明 反证法。假设存在 σ1σ2 > 0 满足 0 < σ1 + σ2 < γ1 且 M 0
σ1σ2

¹Æ则存在 z = (uv)ÎM 0
σ1σ2

使得

||z||
p =

p*(t)- q
p - q Ω

|u|
p*(t) + |v|

p*(t) + η|u|α|v|
β

|x|t
dx （6）

且有 ||z||
p =

p*(t)- q

p*(t)- p Ω(σ1|u|
q + σ2|v|

q
)dx （7）

由（6）可得 ||z|| 
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

p - q

p*(t)- q
(S(ηαβμ t))

p*(t)
p

1
p*(t)- p

（8）
由H ö lder不等式及Sobolev嵌入定理（7）可得

Ω(σ1|u|
q + σ2|v|

q
)dx  é

ë
ê

ù
û
úσ1(Ω|u|

p
dx)

q
p + σ2(Ω|v|

p
dx)

q
p ||Ω 1 - q

p Λ1(μ)
- q

p|Ω|
1 - q

p(σ1 + σ2)||z||
q

（9）

于是 ||z|| 
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

p*(t)- q

p*(t)- p
Λ1(μ)

- q
p ||Ω 1 - q

p

1
p - q

(σ1 + σ2)
1

p - q （10）
结合（8）和（10）得

σ1 + σ2 
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

p*(t)- q

p*(t)- p
Λ1(μ)

- q
p ||Ω 1 - q

p

-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

p - q

p*(t)- q
(S(ηαβμ t))

p*(t)
p

p - q

p*(t)- p

= γ1 ，

这与已知条件矛盾。结论得证。

由引理6，可记 Mσ1σ2
=M +

σ1σ2
M -

σ1σ2
从而定义 ασ1σ2

= inf
zÎMσ1σ2

I(z) ；α±σ1σ2
= inf

zÎM ±
σ1σ2

I(z) 。

引理7 （i）对任意 σ1 + σ2Î(0γ1) 有 ασ1σ2
 α+σ1σ2

< 0 ；（ii）存在依赖于 σ1σ2pqNηS(μ t)Λ1 |Ω| 的

正常数 d0 ，使得对所有的 σ1 + σ2Î(0q
pγ1) 都有 α-σ1σ2

> d0 成立。

证明 （i）假设 z = (uv)ÎM +
σ1σ2

，则
p - q

p*(t)- q
||z||

p > Ω
|u|

p*(t) + |v|
p*(t) + η|u|α|v|

β

|x|t
dx ，

于是

I(uv)= ( 1
p
- 1

q
)||z||

p - ( 1
p*(t)

- 1
q

)Ω
|u|

p*(t) + |v|
p*(t) + η|u|α|v|

β

|x|t
dx <

é

ë
êê

ù

û
úú( 1

p
- 1

q
)+ (1

q
- 1

p*(t)
)

p - q

p*(t)- q
||z||

p =
(p - q)(p - p*(t))

pqp*(t)
||z||

p < 0 

从而 ασ1σ2
 α+σ1σ2

< 0 。

（ii）假设 σ1 + σ2Î(0q
pγ1) 且 z = (uv)ÎM -

σ1σ2
，则（6）有

p - q

p*(t)- q
||z||

p < Ω
|u|

p*(t) + |v|
p*(t) + η|u|α|v|

β

|x|t
dx  (S(ηαβμ t)

- p*(t)
p ||z||

p*(t)
。

于是

||z|| >
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

p - q

p*(t)- q

1
p*(t)- p

(S(ηαβμ t))
p*(t)

p(p*(t)- p) （11）
从而结合（11）和引理4，很容易得到
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I(uv) ||z||
qæ

è
çç

ö

ø
÷÷

p*(t)- p

pp*(t)
||z||

p - q -
p*(t)- q

p*(t)q
Λ1(μ)

- q
p ||Ω 1 - q

p(σ1 + σ2) 

||z||
qì
í
î

ü
ý
þ

p*(t)- p

pp*(t)
Λ1(μ)

- q
p|Ω|

1 - q
p[

q
p
γ1 - (σ1 + σ2)]  d0 

其中：d0 = d0(σ1σ2p*(t)qΛ1(μ)S(ηαβμ t) |Ω|) 是正常数。

对每一个 z = (uv)ÎE ，令

smax =
æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

(p - q)||z||
p

(p*(t)- q)Ω |u|
p*(t) + |v|

p*(t) + η|u|α|v|
β

|x|t
dx

1
p*(t)- p

> 0 ，

则有下面的引理成立：

引理8 假设 σ1 + σ2Î( )0γ1 且有 zÎE\{ }(00) ，则存在唯一的 s-s+ 使得 0 < s+ < smax < s- ，s+ zÎM +
σ1σ2



s- zÎM -
σ1σ2

。进一步有 I(s+ z)= inf
0  s  smax

I(sz)I(s- z)= sup
s  smax

I(sz)。证明过程可参见文献［6］，故在此处略去过程。

3 定理1和定理2的证明

首先，由Tarantello（文献［8］）的思想得到下面结论。

引理9 （i）假设 σ1 + σ2Î(0γ1) ，则在W 中存在 I 的一个 ( )PS
ασ1σ2

序列 { }zn ÌMσ1σ2
；（ii）假设 σ1 + σ2Î

(0q
pγ1) ，则在W 中存在 I 的一个 ( )PS

α-σ1σ2

序列 { }zn ÌM -
σ1σ2

。

证明 过程见参考文献［10］。
下面证明在 M +

λ 上 I 局部极小值的存在性。

引理 10 假设 σ1 + σ2Î(0γ1)则 I 有一个极小值 z
(1)ÎM +

σ1σ2
，使得 z

(1)
是（1）的一个正解，并且

I(z
(1)

)= ασ1σ2
= α+σ1σ2

< 0 。

证明 由引理9（i）知，存在 I 的极小化序列 { }zn ÌMσ1σ2
使得

I(zn)= ασ1σ2
+ on(1) ，在 E-1 中有 I ′(zn)= on(1) （12）

由于 I 在 Mσ1σ2
上是强制的（见引理 4），从而有 { }zn 在 E 上有界，继而存在 { }zn 的一个子列仍记作

{ }(unvn) 和 z
(1) = (u

(1)v
(1)

)ÎE 使得

un ® u
(1)vn ® v

(1)
在W 中弱收敛，un ® u

(1)vn ® v
(1)
在 Ω中几乎处处收敛 （13）

对任意的1 m < p*(t) ，un ® u
(1)vn ® v

(1)
在 Lm(Ω |x|-t) 中强收敛，于是得到

Ω(σ1|un|
q + σ2|vn|

q
)dx = Ω(σ1|u

(1)
|
q + σ2|v

(1)
|
q
)dx + on(1) （14）

首先证明 z
(1)
是（1）的非平凡解。由（13），（14）易证 z

(1)
是（1）的弱解，由 { }zn ÌMσ1σ2

有

Ω(σ1|un|
q + σ2|vn|

q
)dx =

é

ë
êê

ù

û
úú( 1

p
- 1

p*(t)
)||zn||

p - I(zn)
p*(t)q

p*(t)- q
=

q(p*(t)- p)

p(p*(t)- q)
||zn||

p -
p*(t)q

p*(t)- q
I(zn) （15）

在（11）中令 n®¥，由（9），（10）和 ασ1σ2
< 0 得

Ω(σ1|u
(1)

|
q + σ2|v

(1)
|
q

)dx  -
p*(t)q

p*(t)- q
ασ1σ2

> 0 。

因此，z
(1)ÎMσ1σ2

是（1）的非平凡解。
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下证 zn ® z
(1)
在 E 中强收敛并且有 I(z

(1)
)= ασ1σ2

。利用 Fatou′s 引理，可以得到

ασ1σ2
 I(z

(1)
)=

p - t
p(N - t)

||z
(1)

||
p -

p*(t)- q

p*(t)q Ω(σ1|u
(1)

|
q + σ2|v

(1)
|
q
)dx 

liminf
n®¥

é

ë
êê

ù

û
úú

p - t
p(N - t)

||zn||
p -

p*(t)- q

p*(t)q Ω(σ1|un|
q + σ2|vn|

q
)dx = liminf

n®¥
I(zn)= ασ1σ2



于是 I(z
(1)

)= ασ1σ2
且有 lim

n®¥
||zn||

p = ||z
(1)

||
p
，令 z̄n = zn - z

(1)
，由 Brezis-Lieb 引理［12］有 ||z̄n||

p = ||zn||
p - ||z

(1)
||

p +

on(1) 。

由标准的论证过程可以得到 zn ® z
(1)
在 E 中强收敛。进一步可得 z

(1)ÎM +
σ1σ2

。否则，如果 z
(1)ÎM -

σ1σ2
，

则由引理 8，存在唯一的 s±0 使得 s±0 z
(1)ÎM ±

σ1σ2
s+0 < s-0 = 1 ，因为 d

ds I(s+0 z
(1)

)= 0 d2

ds2 I(s+0 z
(1)

)> 0 ，所以存在

s̄Î(s+0s-0) ，使 得 I(s+0 z
(1)

)< I(s̄z
(1)

) ，由 引 理 8 得 ，I(s+0 z
(1)

)< I(sz
(1)

) I(s-0 z
(1)

)= I(z
(1)

) ，产 生 矛 盾 。 因 为

I(z
(1)

)= I(|z
(1)

|) 且 |z
(1)

|ÎM +
σ1σ2

，由引理5，可以假设 z
(1)
是（1）的一个非负非平凡解，由强极大值原理可知在 Ω

中 z
(1) = (u

(1)v
(1)

)> 0 是（1）的一个正解。证毕。

假设 0 < μ < μ̄且 ε > 0 。令V ε
pμ t(x) 为 Λ1(μ) 的达到函数，设 uεμ t(x)=ψ(x)V ε

pμ t(x) ，其中 ψ(x) 为一个截

段函数，定义如下：ψ(x)ÎD*(Ω): ={ψÎC¥
0 (Ω)|在 x = 0 的邻域内有ψ(x)º 1}。

引理11 在定理2的假设条件下存在函数 z̄ÎE\{ }(00) 和 Λ* > 0 使得对任意的 0 < σ1 + σ2 <Λ
* ，都有下

式成立：

sup
s  0

I(sz̄)< c: =
p - t

p(N - t)
(S(ηαβμ t))

N - t
p - t +F(τ

(1)

minτ
(2)

min) （16）
特别的，对任意的 0 < σ1 + σ2 <Λ

* ，有 α-σ1σ2
< c* 。

证明 由于 0ÎΩ ，所以存在 ρ0 > 0 ，使得 B2ρ0
(0)ÌΩ ，对所有的 s  0 ，考虑泛函 g1(s)= I(suεμ t

s(τminuεμ t)) 和 g2(s)=
s

p

p
(1 + (τmin)

p
)Ω( ||Ñuεμ t

p

- μ
|uεμ t|

p*(t)

|x|t
)dx - s

p*(t)

p*(t)
(1 + η(τmin)

β + (τmin)
α + β

) Ω
|uεμ t|

p*(t)

|x|t
dx ，注意到

lim
s® +¥

g2(s)= -¥且当 s 很靠近0时有 g2(s)> 0 ，于是 sups  0 g2(s) 可由有限的 sε > 0 达到且使得 g2
′(sε)= 0 。进

一步，C ′ < sε <C″ ，其中 C ′C″ 是不依赖于 ε的正常数。

选取 δ1> 0 足够小使得对所有的 0 < σ1 + σ2 < δ1 有 c* > 0 ，令 zε = ( )uεμ tτminuεμ t ，则对任意的 s  0 和

σ1σ2 > 0 有 I(szε)
s

p

p ||zε||
p
，继而得到存在 s0Î(01) ，对任意的 0 < σ1 + σ2 < δ1 有 sup0  s  s0

I(szε)< c* 。因为

max
s  0

( s
p

p
B1 -

s
p*(t)

p*(t)
B2)=

p - t
p(N - t)

(B1B
- p

p*(t)

2 )
N - t
p - tB1B2 > 0 （17）

则由文献［12］，［13］得到

g2(sε)
p - t

p(N - t)
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ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷
(1 + (τmin)

p
)Ω(|Ñuεμ t|

p - μ
|uεμ t|

p

|x|
p )dx

é

ë
êê

ù

û
úú(1 + η(τmin)

β + (τmin)
α + β

)Ω
|uεμ t|

p*(t)

|x|t
dx

p

p*(t)

N - t
p - t


p - t

p(N - t)

æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷f (τmin)

S(μ t)
N - t
p - t +O(ε

pγ
)

[S(μ t)
N - t
p - t +O(ε

p*(t)γ
)]

p

p*(t)

N - t
p - t



p - t
p(N - t)

( f (τmin)S(μ t)
N - t
p - t +O(ε

pγ
)=

p - t
p(N - t)

(S(ηαβμ t))
N - t
p - t +O(ε

pγ
)

于是有
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sup
s  s0

g1(s)= sup
s  s0

æ

è
ç

ö

ø
÷g2(s)-

s
q

q Ω(σ1|u
ε
μ t|

q + σ2|τminuεμ t|
q
)dx 

p - t
p(N - t)

(S(ηαβμ t))
N - t
p - t +O(ε

pγ
)-

s
q

ε

q Ω(σ1 + τ
q

minσ2)|u
ε
μ t|

q
dx 

p - t
p(N - t)

(S(ηαβμ t))
N - t
p - t +O(ε

pγ
)-C(σ1 + σ2)Ω|uεμ t|

q
dx 

p - t
p(N - t)

(S(ηαβμ t))
N - t
p - t +O(ε

pγ
)- (σ1 + σ2)O1(ε

θ) 。

在上面的过程中用到了 b(μ)> N
q ，因 N > p2θ =N - N - p

p q 且 γ = b(μ)- δδ = N - p
p ，于是有 θ p - q

p < pγ - θ 。

可 以 选 择 σ1 =O1(ε
r1)σ2 =O1(ε

r2) 使 θ p - q
q < r1r2 < pγ - θ (σ1 + σ2)O1(ε

θ)=O1(ε
min(r1r2)+ θ

) 。 由 引 理 1 中

F(τ
(1)

minτ
(2)

min) 的定义可得：F(τ
(1)

minτ
(2)

min)= -O1(ε
p

p - q min(r1r2)
) 。由于 min(r1r2)+ θ <

p
p - q min(r1r2)min(r1r2)+ θ <

pγ，让 ε足够小，则存在 δ2 > 0 使得对任意的 0 < σ1 + σ2 < δ2 ，有

O(ε
pγ

)- (σ1 + σ2)O1(ε
θ)<F(τ

(1)

minτ
(2)

min) （18）
选取 Λ* =min{ }δ1δ2 > 0 ，则对所有的 σ1 + σ2Î(0Λ*) 有

sup
s  o

I(suεμ ts(τminuεμ t))< c* （19）
最后证明对所有的 σ1 + σ2 <Λ

* 有 α-σ1σ2
< c* 。因为 zε = (uεμ t(τminuεμ t)) ，则由引理8，α-σ1σ2

的定义和（19），
得到存在 s̄0 > 0 使得 s̄0 zεÎ α

-
σ1σ2

且有 α-σ1σ2
 I(s̄0 zε) sup

s  0
I(szε)< c* ，令 z̄ = zε 就完成了本引理的证明。

引理 12 令 γ2: =min{ }Λ*q
pγ1 ，则对任意的 σ1 + σ2Î(0γ2) ，方程（1）有一个正解 z

(2)
使得 z

(2)ÎM -
σ1σ2

和

Iλ(z
(2)

)= α-σ1σ2
成立。

证明 由引理9知，对所有的 σ1 + σ2 <
q
pγ1 ，在 E 上存在 I 的一个 (PS)

α-σ1σ2

序列 { }zn ，由引理3，7和11得

α-σ1σ2
> 0 且对任意的 σ1 + σ2 < γ2 ，I 满足 (PS)

α-σ1σ2

条件，由于 I 在 Mσ1σ2
上是强制的，故 { }zn 在 E 上有界，所

以存在子列 { }zn 和 z
(2)ÎM -

σ1σ2
，使得所有的 σ1 + σ2 < γ2 有 zn ® z

(2)

λ 和 I(z
(2)

)= α-σ1σ2
> 0 成立。因为

I(z
(2)

)= I(|z
(2)

|) 和 |z
(2)

|ÎM -
σ1σ2

，则由引理5，可以假设 z
(2)

是（1）的非平凡非负解，由强极值原理可知 z
(2)

是（1）
的正解。

定理1和定理2的证明 有引理10知，对所有的 σ1 + σ2 < γ1 ，（1）有一个正解 z
(1)ÎM +

σ1σ2
。另一方面，由

引理12，对所有 σ1 + σ2 < γ2 < γ1 ，（1）有第二个正解 z
(2)ÎM -

σ1σ2
，由于 M +

σ1σ2
M -

σ1σ2
=Æ，因此 z

(1) ¹ z
(2)

，定理1
和定理2得证。
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Quasilinear Systems Involving Critical Hardy-Sobolev
Exponents and Potentials

Wang Li

（School of Basic Science，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：This paper explored a class of quasilinear elliptic systems involving critical Hardy–Sobolev expo-

nents and potentials. By using the extremals of the best Sobolev constants and extracting the Palais–Smale se-

quence in Nehari manifold，the existence and multiplicity of positive solutions to the systems were established.

Key words：quasilinear elliptic system；critical exponent；multiple solutions
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