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摘要：在已有研究的基础上，进一步讨论图的相对结合数 rb(G) 与图的结构的关系，主要得到有关 rb(G)= n - 6 和 rb(G)= 4 - n

时的结果。
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本文仅讨论简单图，未加定义或说明的术语与符号可参考文献［1-2］。
图的相对结合数［1］的定义为图 G = (VE) 的相对结合数（relative binding number）rb(G)=max{ ||S -

||N(S) |Æ ¹ SÍVN(S)¹V}。

其中 N(S)=NG(S) 表示点集 S 的邻域。若对 S* ÍV ，S* ¹Æ且 N(S*)¹V ，使 rb(G)= ||S* - ||N(S*) ，则

称 S* 为 G 的一个 rb －集。

文中用到的几个记号的说明：设有图 G1 ，G2 ，G3 ，我们用 G1 +G2 表示 G1 中各点与 G2 中各点分别邻

接所得之图，即 V (G1 +G2)=V (G1)V (G2) ，E(G1 +G2)=E(G1)E(G2){e|e = uvuÎV (G1)vÎV (G2)} ；用

G1 +G2 +G3 表示 G1 中各点与 G2 中各点分别邻接，而 G2 中各点与 G3 中各点亦分别邻接所得之图，其它情

形 类 似 定 义 。 设 S 是 G 的 一 个 点 集 ，用 G[S] 表 示 S 在 G 中 的 生 成 子 图 ，即 V (G[S])= S ，

E(G[S])={e|e = uvuvÎ S且eÎE(G)} 。以下我们用 Fm 表示所有可能的 m 阶图中的某一个图。用 δ(G)

表示图 G 的最小度，Æ为空集符号。

在对图的相对结合数的讨论中，考虑满足 rb(G)= k 的图类是一个非常有趣的问题，在文献［3-5］中，对

这方面问题进行了一定讨论，本文对这个问题的进一步讨论，得到了两个相关的结果。下面我们首先将文

献［3-4］中的有关结果归纳如下：

定理1［4］ 对任意 2 - n  k  n - 2 ，k ¹ 3 - n 或 n - 3，存在 n 阶连通图 G ，使 rb(G)= k 。

定理 2［3］ 设 G 是 n 阶连通图（ n  2 ），则 rb(G)= 2 - n 当且仅当 G = Kn ；rb(G)= n - 2 当且仅当

G =K1n - 1 。

定理 3［4］ 设 G 是 n 阶连通图（n  4），则 rb(G)= n - 4 当且仅当 G 为 K̄n - 2 +K2 或 K̄n - 2 +K2 的连通生

成子图但 G ¹K1n - 1 。

定理4［4］ 设 G 是 n 阶连通图（n  5），则 rb(G)= n - 5 当且仅当 G 为 K̄n - 4 +K1 +K3 或在该图的 K1 与

K3 之间删除至多两条边所得之连通图。
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1 主要结果

定理5 对任意 n 阶（n  6）连通图 G ，rb(G)= n - 6 当且仅当 G 为下列图之一：

1） K̄n - 5 +K1 + 2K2 或在该图的 K1 与每个 K2 之间各至多删除一条边所得之连通图；

2） K̄n - 5 +K1 +F4（其中 F4 为除 K13 外所有可能的 4阶流通图中的某一个）或在该图的 K1 与每个 F4

之间至多删除三条边所得之连通图；

3） K̄n - 4 +K2（或 K̄2）+ K2 ，或在上述图的 K̄n - 4 与 K2（或 K̄2）之间删除若干条边但 K2（或 K̄2）中各点

至少与 K̄n - 4 一个点邻接，以及在 K2（或 K̄2）与 K2 之间删除若干条边所得的连通子图；

4）K̄n - 3 +F3（其中 F3 为所有可能的3阶图中之某一个图），或在上述图的 K̄n - 3 与 F3 之间删除若干条

边所得的连通子图，但不含图 K̄n - 4 +K1 +K1 +F2 及其连通子图。

定理6 对任意 n 阶（n  4）连通图 G ，则 rb(G)= 4 - n 当且仅当 G 具有如下结构之一：

1） K1 +Fn - 3 +K2（其中 δ(Fn - 3) n - 6）或在该图的 Fn - 3 与 K2 之间删除若干条边所得之最小度至少

为 n - 3的连通图；

2） K̄2 +Fn - 2（其中 δ(Fn - 2) n - 5）或在该图的 Fn - 2 与 K̄2 之间删除若干条边所得之最小度至少为

n - 3的连通图；

3）2K2 +Fn - 4（其中 δ(Fn - 4) n - 4）或在该图的 2K2 与 Fn - 4 之间删除若干条边所得之最小度至少为

n - 3的连通图。

2 定理证明

定理5的证明 首先我们注意到，若 G 取得定理所给出的图，易于验证它们均满足 rb(G)= n - 6 ，也即

充分性成立，定理的证明关键是其必要性。

现 如 果 rb(G)= n - 6 ，我 们 设 S 为 G 的 一 个 rb － 集 ，且 记 t = ||S ，则 由 G 为 连 通 图 且

||S - ||N(S) = n - 6 ，有 ||N(S) = t - n + 6  1。

情形 1 当 ||N(S) = 1时，t = n - 5 ，设 N(S)={u}，S ={v1v2 ...vn - 5}，此时 S 在图 G 中必为点独立集，

G[SN(S)]= K̄n - 5 +K1 ，即为 K1n - 5 ，且显然"vÎ S ，wÎV\(SN(S)) ，vwÏE(G) ，此时 ||V\(SN(S)) =4。
下面考虑 G 的生成子图 G[V\(SN(S))]的结构。

情形 1.1 当 G[V\(SN(S))] 存在孤立点时，设 w0ÎV\(SN(S)) 为孤立点，则由情形 1的假设及 G 的

连通性，必有 w0uÎE(G) ，从而若取 S ′= S{w0) ，仍有 N(S ′)= {u} ，这就导致 rb(G) ||S ′ - ||N(S ′) =

( ||S + 1)- ||N(S) )= n - 5 > n - 6 ，矛盾。

情形 1.2 当 G[V\(SN(S))] 不存在孤立点时，由 ||V\(SN(S)) =4，此时生成子图 G[V\(SN(S))] 的可

能情形只有如图1所示7种。

（a） （b） （c） （d）

（e） （f） （g）

图1 满足情形1.2的所有可能的4阶图
Fig.1 The graphs of order 4 that content case 1.2
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情形 1.2.1 若 G[V\(SN(S))]= 2K2 ，即为图 1（a），则由 G 的连通性，N(S)={u} 对应的 K1 与

G[V\(SN(S))]的2 K2 的邻接关系只能为如图2（a）（b）（c）所示情况之一。

（a） （b） （c）

图2 K1与 2K2 的邻接关系

Fig.2 Adjacent relationship of K1 and 2K2

因此，在此情形下，G 为 K̄n - 5 +K1 + 2K2 或在该图的 K1 与每个 K2 之间各至多删除一条边所得之连通

图。

情形1.2.2 若 G[V\(SN(S))] = K13 ，即为图1（b），设V\(SN(S))={w0w1w2w3}，其中 w0 为 K13 中

心 点 ，取 S ′= s{w1w2w3} ，则 有 N([S ′])={u，w0} ，这 就 导 致 rb(G) ||S ′ - ||N(S ′) = ( ||S + 3)-

( ||N(S) + 1)= ||S - ||N(S) + 2 = n - 4 > n - 6 ，矛盾。

情形1.2.3 若 G[V\(SN(S))] 为如图1所示的（c）（d）（e）（f）（g）5种情形，用 F4 表示除 K13 外的4阶连

通图中的某一个，则在此情形下，图 G 的结构为 K̄n - 5 +K1 +F4 或在该图的 K1 与 F4 之间删除若干条边所得

之连通图。

情形2 当 ||N(S) = 2 时，t = n - 4 ，设 N(S)={u1u2}，S ={v1v2 ...vn - 4}。

情形 2.1 若 N(S) S =Æ ，此时 S 必为图 G 的点独立集，所以生成子图 G[SN(S)] = K̄n - 4 +K2 或

K̄n - 4 + K̄2 。

另外，我们注意到，如图3所示图类不满足 rb(G)= n - 6 。

所以，满足要求的图 G[SN(S)] = K̄n - 4 +K2 ，或

K̄n - 4 + K̄2 ，或上述两图的连通子图，但 K2（或 K̄2）的两

个点至少各与 K̄n - 4 中一个点邻接。

我 们 注 意 到 ， ||V\(SN(S)) =2，不 妨 设

V\(SN(S))={w1w2} 。 "vjÎ S ，wkÎV\(SN(S)) ，显

然 vjwkÏE(G)（ j = 12n - 4k = 12），否则导致

||N(S)  3 ，矛 盾 。 所 以 至 多 有 uiwkÎE(G)

（i = 12k = 12）。

另外，显然生成子图 G[{w1w2}]或者为 K2 或为 K̄2 。如果 G[{w1w2}] = K̄2 ，我们可取 S' = S{w1w2}，

类似可导出 rb(G)> n - 6 的矛盾，故 G[{w1w2}] = K2 。

所以，在图 G 中，V\(SN(S)) 与 N(S) 之间的邻接结构为 K2（或 K̄2）+ K2 ，或它们之间删除若干条边

所得的连通子图。

因此，在此情形下，G 为 K̄n - 4 +K2（或 K̄2）+ K2 ，或在上述图的 K̄n - 4 与 K2（或 K̄2）之间删除若干条边

但 K2（或 K̄2）中各点至少与 K̄n - 4 一个点邻接，以及 K2（或 K̄2）与 K2 之间删除若干条边所得的连通子图。

情形2.2 若 N(S) S ¹Æ，不妨设 u1ÎN(S) S 。要使 u1ÎN(S) ，必存在 vi Î S ，且 vi ¹wk（k = 12），

使 u1viÎE(G) 。（i）当 vi = u2 时，得到 u2Î S ，由 G 的连通性，必存在 vj Î S ，使 u2vjÎE(G) ，则 vj ÎN(S) ，从

而导致 ||N(S)  3，矛盾；（ii）当 vi ¹ u2 时，由于 u1ÎN(S) ，则 vi ÎN(S) ，从而也导致 ||N(S)  3，矛盾。

图3 一类不满足 rb(G)= n - 6 的图
Fig.3 A class graph of discontent rb(G)= n - 6
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情形3 当 ||N(S) = 3时，t = n - 3，设 N(S)={u1u2u3}，S ={v1v2 ...vn - 3}。

情形3.1 若 N(S) S =Æ，此时 ||V\(SN(S)) =0，且 S 必为图 G 的点独立集，生成子图 G[S]= K̄n - 3 ，而

生成子图 G[N(S)] 为所有可能的3阶图，即 G[N(S)]=F3 ，故生成子图 G[SN(S)]= K̄n - 3 +F3（其中 F3 为所

以可能的3阶图中的某一个），或在 K̄n - 3 与 F3 之间删除若干条边所得的连通子图，但 F3 中的每点至少与

K̄n - 3 中的一个点邻接。

另外，我们注意到，如果存在 N(S) 中的两个点只与一个 S 中的点邻接，不妨设点 u2u3 只与点 vn - 3 邻

接，那么可取 S ′= S\{vn - 3}，则 N(S ′)={u1}，这将导致 rb(G)n - 5 > n - 6 的矛盾，即 G = K̄n - 4 +K1 +K1 +F2 不

满足 rb(G)= n - 6 ，其中 F2 是 K2 或 K̄2 。

因此，在此情形下，G 为 K̄n - 3 +F3（其中 F3 为所以可能的3阶图中的某一个），或在上述图的 K̄n - 3 与

F3 之间删除若干条边所得的连通子图，但 F3 中的每点至少与 K̄n - 3 中的一个点邻接，且不含图

K̄n - 4 +K1 +K1 +F2 及其连通子图。

情形3.2 若 N(S) S ¹Æ，不妨设 u1ÎN(S) S 。要使 u1ÎN(S) ，必存在 vi Î S ，使 u1viÎE(G) 。又由

于 u1Î S ，则 viÎN(S) 。因为 G 是连通图，那么 u1vi 中至少一个点还与 G 中其它点邻接，不妨设存在

wÎV\{u1vi}，使得 u1wÎE(G) ，这样，由于 u1Î S ，则 wÎN(S) 。还是由于 G 的连通性，wu1vi 中至少有

一个点与 G 中其它点邻接，（i）如果是 u1vi 中某点与 G 中除 wu1vi 外其它点邻接，那么必导致

||N(S) > 3 ，矛盾；（ii）如果只是 w 与 G 中除 wu1vi 外其它点邻接，这时对 S ={v1v2 ...vn - 3}，N(S)={w}，

则 rb(G) ||S - ||N(S) = (n - 3)- 1 = n - 4 > n - 6 ，矛盾。

情形4 当 ||N(S) = 4 时，t = n - 2 ，设 N(S)={u1u2u3u4}，S ={v1v2 ...vn - 2}。

情形4.1 若 ||N(S) S  1，则由容斥原理， ||V  ||S + ||N(S) - 1 = n + 1 > n ，矛盾。

情形 4.2 若 ||N(S) S = 2 ，设 N(S) S ={u1u2}，由 u1ÎN(S) ，必存在 vi Î S ，使 u1viÎE(G) 。又由于

u1Î S ，则 viÎN(S) 。此时或者 vi = u2 或者 vi ¹ u2 。如果 vi ¹ u2 ，那么 vi Î S 且 viÎN(S) ，这将导致

||N(S) > 4 的矛盾，所以 vi = u2 ，也即 u1u2ÎE(G) 。这样，S 中除 u1u2 外其它任意点之间都两两不相邻，从

而{u1u2}是独立集，且 S\{u1u2}中的点不与 u1u2 邻接，故只能与 u3u4 邻接。

因此，类似于情形2.1，我们得到 G 为 K̄n - 4 +K2（或 K̄2）+ K2 ，或在上述图的 K̄n - 4 与 K2（或 K̄2）之间

删除若干条边但 K2（或 K̄2）中各点至少与 K̄n - 4 一个点邻接，以及 K2（或 K̄2）与 K2 之间删除若干条边所

得的连通子图。

情形4.3 若 ||N(S) S = 3 ，此时 ||V\(SN(S)) =1，设 wÎV\(SN(S)) 。显然 w 不能与 S 中点邻接，否

则将导致 ||N(S) > 4 的矛盾。又由于 G 是连通图，从而 w 至少与 N(S) 中至少一个点邻接，那么我们取

S ′= S{w}，这时 N(S ′)=N(S) ，所以 rb(G) ||S ′ - ||N(S ′) = ( ||S + 1)- ||N(S) = n - 5 > n - 6 ，矛盾。

情形4.4 若 ||N(S) S = 4 ，同样易于证明，这必导致 ||N(S) > 4 的矛盾。

情形5 当 ||N(S) = 5 时，t = n - 1，设 N(S)={u1u2u3u4u5}，S ={v1v2 ...vn - 1}。

情形5.1 若 ||N(S) S  3，则由容斥原理， ||V  ||S + ||N(S) - 3 = n + 1 > n ，矛盾。

情形 5.2 若 ||N(S) S = 4 ，不妨设 u1u2u3u4Î Su5Ï S ，此时V\(SN(S))=Æ，即V = SN(S) 。一

方面，我们注意到 S\{u1u2u3u4}在图 G 中必为点独立集，且不与{u1u2u3u4}中点邻接，否则，显然必导

致 ||N(S) > 5 的矛盾；另一方面，由于 G 的连通性，S\{u1u2u3u4}中点必均与 u5 邻接。

因此，类似于情形1.2.3，我们有，G 为 K̄n - 5 +K1 +F4（其中 F4 为除 K13 外所有可能的4阶流通图）或在

该图的 K1 与每个 F4 之间删除若干边所得之连通图。
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情形5.3 若 ||N(S) S = 5 ，同样易于证明，这必导致 ||N(S) S > 5 ，矛盾。

情形6 当 ||N(S)  6 时，t  n ，由 G 的连通性，N(S)=V ，与 rb(G) 的定义矛盾。

综上所述，定理5结论成立。

为证明定理6，我们首先给出下面引理：

引理1［3］ 设 G 是 n 阶（n  4）连通图，若 rb(G)= 4 - n ，则 δ(G)= n - 2 或 n - 3。

由引理1，满足 rb(G)= 4 - n 的图 G 的最小度至少是 n - 3。

定理6的证明 首先我们注意到，若 G 取得所给出的图，易于验证必有 rb(G)= 4 - n ，充分性成立。

现如果 rb(G)= 4 - n ，我们设 S 为 G 的一个 rb -集 ，且记 t = ||S ，则由 ||S - ||N(S) = 4 - n ，有

||N(S) = t + n - 4 ，由 rb(G) 的定义，N(S)¹V (G) ，所以 ||N(S) = t + n - 4  n - 1，从而 t  3。

情形1 当 t = 1时， ||N(S) = n - 3 ， ||V\(SN(S)) =2。设 S ={u}，这时 G 的生成子图 G[N(S)]=Fn - 3（其

中 Fn - 3 为某 n - 3 阶图），显然 u 与 Fn - 3 中每个点必邻接，从而 G 的生成子图 G[SN(S)]=K1 +Fn - 3 。另

外，V\(SN(S)) 中的两个点只能与N（S）中的点邻接，我们注意到，如果 G[V\(SN(S))]= K̄2 ，那么取 S ′=

V\N(S) ，则有 N(S ′)=N(S) ，rb(G) ||S ′ - ||N(S ′) = ( ||S + 2)- ||N(S) = rb(G)+ 2 ，矛盾，所以 G[V\(SN(S))]=

K2 。

因此，G 为 K1 +Fn - 3 +K2 或在该图的 Fn - 3 与 K2 之间删除若干条边所得之最小度至少为 n - 3 的连通

图，且由引理1知，δ(Fn - 3) n - 6 。

情形2 当 t = 2 时， ||N(S) = n - 2 ，设 S ={u1u2}，N(S)={v1v2 ...vn - 2}。

情形 2.1 若 N(S) S =Æ ，则 V\(SN(S))=Æ 。这时显然 S ={u1u2} 是图 G 的点独立集，且

G[N(S)]=Fn - 2（其中 Fn - 2 为某一个 n - 2 阶图）。

因此，G 为 K̄2 +Fn - 2 或在该图的 Fn - 2 与 K̄2 之间删除若干条边所得之最小度至少为 n - 3 的连通图，

且由引理1知，δ(Fn - 2) n - 5 。

情形 2.2 若 N(S) S ¹Æ ，不妨设 u1ÎN(S) S 。那么由于 u1ÎN(S) ，则必有 u1u2ÎE(G) ；又由

u1Î S ，则 u2ÎN(S) ，故 ||N(S) S = 2 ，从而由容斥原理， ||V\(SN(S) = ||V - ( ||S + ||N(S) - ||N(S) S )=

n -[2 + (n - 2)- 2]= 2 。

设V\(SN(S)={w1w2}，由图 G 的连通性，w1 和 w2 至少各与 N(S) 中一个点邻接。我们注意到，如果

w1w2ÏE(G) ，那 么 可 取 S ′={u1u2w1w2} ，这 时 有 N(S ′)=N(S) ，这 就 导 致 rb(G) ||S ′ - ||N(S ′) =

( ||S + 2)- ||N(S) = rb(G)+ 2 ，矛盾。所以 G[V\(SN(S)]=K2 ，而且 w1w2 不与 u1u2 邻接。

因此，G 为 2K2 +Fn - 4 或在该图的 2K2 与 Fn - 4 之间删除若干条边所得之最小度至少为 n - 3 的连通

图，且由引理1知，δ(Fn - 4) n - 4 。

情形 3 当 t = 3 时， ||N(S) = n - 1 ，此时由容斥原理，n = ||V  ||S + ||N(S) - ||SN(S) = 3 + (n - 1)-

||N(S) S ，从而得到 ||N(S) S  2 。设 S ={u1u2u3}，N(S)={v1v2 ...vn - 1}。

情形 3.1 若 ||N(S) S = 2 ，那 么 由 容 斥 原 理 ， ||V\(SN(S) = ||V - ( ||S + ||N(S) - ||N(S) S )= n -

[3 + (n - 1)- 2]= 0 ，即 ||V\(SN(S) =Æ。

不妨设 u1u2ÎN(S) S ，则只能有 u1u2ÎE(G) ，否则若 u1u2ÎN({u3}) ，这将导致 u3ÎN(S) ，

N(S)=V ，矛盾。从而 u3 不与 u1u2 邻接。设 G[N(S)\{u1u2}]=Fn - 3 。

因此，此时 G 的结构完全与情形1相同。

情形3.2 若 ||N(S) S = 3，这必导致 N(S)=V ，矛盾。

综上所述，结论成立。
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Two Results about Construction and Relative Binding Number of Graphs

Deng Yixiong1，Zeng Aixiang2

（1. School of Software，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China；2. Xanhu School of Xingan，Jiangxi Ji'an，

330013，China）

Abstract：Based on the research has been done，the paper further discusses the relationship between relative

binding number and structure of graph，The result has been obtained in the condition that rb(G)= n - 6 and

rb(G)= 4 - n .

Key words：graph；connected graphs；relative binding number；construction of graph
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