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摘要：提出了一种基于Hessian特征的视网膜血管图像的增强滤波算法，分析了Hessian特征值对各类形状的抑制和加强作

用，将Hessian矩阵的特征值与特征向量应用于视网膜血管特征的响应函数及形态学和非线性扩散处理的各个环节，并选择

合理的尺度空间范围和尺度空间增量，调节因子而平滑非线状区域和锐化增强血管区域，本文算法在同等准确率下具有较

高的稳定鲁棒性。

关键词：视网膜血管；Hessian矩阵；多尺度滤波；非线性扩散；数学形态学

中途分类号：TP391.4 文献标志码：A

视网膜血管的直径、分叉角度以及血管弯曲程度及其变化都是诊断相关疾病的重要指标。视网膜血

管图像对比度较低，同时伴有大量的随机噪声，这就需要探索对细节结构损失少的血管图像的增强技术。

视网膜血管增强的目的是强调眼底图像中的视网膜血管结构形态并同时抑制非重要的图像背景和噪声，

从而加强图像的判别和识别。Orkisz提出沿血管方向进行中值滤波等数学形态学的方法使血管区域得到

一定程度的增强，这些方法只是基于单一像素邻域的梯度计算和形态学操作中的结构元素的有向控制，而

没有考虑多尺度情况下算法的适应性［1-2］。Frangi等［3］人提出了基于Hessian矩阵的多尺度相似性测度的方

法，采用这种方法分析血管能得到较好的加强效果。

本文提出一种基于Hessian矩阵的多尺度线状增强视网膜血管集成增强滤波算法，将Hessian矩阵的特

征值和特征向量应用于视网膜血管特征的响应函数和形态学操作和非线性扩散，实验表明这种集成增强

滤波的方法可达到相当高的准确率和较高的鲁棒性，满足视网膜血管医学图像分析的临床需要。

1 视网膜血管增强滤波的集成方法

1.1 基于Hessian矩阵的多尺度线状增强滤波器的构造

Hessian是一种用高阶微分提取图像特征方向的方法。Hessian方法认为具有最大模的二阶方向导数

的方向是垂直于图像特征的方向，与它垂直的方向被认为是平行于图像特征的方向。对于用高斯函数构

造的线性模型，可以用与直线正交的绝对值较大的二阶导数和沿线方向的绝对值很小的二阶导数来表

示。将Hessian矩阵的差分运算与高斯函数结合，通过改变高斯函数的标准偏移量就可获得不同尺度 σ 下

的线形增强滤波［4］。由高斯函数的卷积性质可知，尺度空间导数 Ixy 是由输入图像与高斯滤波器的二阶导

的卷积得到［5］

Ixy = I⊗
¶2G( )xy ; σ

¶x¶y
（1）

式中：Ixy 是乃变空间导数，x ，y 为像素 (xy) 的值，高斯函数 G( )xy ; σ 表达式为
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G( )xy ; σ = 1
2σ2

e

-( )x2 + y2

2σ2

（2）
式中：σ 是高斯滤波器的标准差，也就是空间尺度因子。只有当尺度因子 σ 与血管的实际宽度最匹配时，

滤波器的输出才最大。对于一个理想的血管结构并且要兼顾到医学血管图像的模糊性，需要用比梯度方

法更准确的处理血管边缘处的Hessian二阶算子来改进血管分析的精确性，我们用每一个像素的二阶偏导

数来构造每一个像素 (xy) 的Hessian矩阵，其表达式为

H =
|

|
||

|

|
||

fxx fxy

fyx fyy

（3）
式中：H 表示Hessian矩阵；fxx ，fyy ，fxy 和 fyx 分别表示二维图像 f ( )xy 在指定区域内的 4个二阶偏导

数，其中 fxy = fyx 。由于Hessian是实对称矩阵，所以，可以用Hessian矩阵的两个特征值 λ1 和 λ2 来构造我们

的增强滤波器。

Hessian矩阵的 2个特征值 λ1 和 λ2 中，幅值最大的特征值对应的特征向量代表着该点曲率最大的方

向，而幅值最小的特征值对应的特征向量代表该点曲率最小的方向，表1总结了二维数据中Hessian矩阵特

征值和探测形状之间的对应关系，表1中的H，L分别表示特征值大与小，+/-表示特征值的正、负。

表1 二维情况下各种可能形状结构的Hessian矩阵特征值的关系表

Tab.1 Hessian matrix eigenvalues relationship of every possible shape under two-dimension conditions

图像表征

点状（亮）

点状（暗）

线状（亮）

线状（暗）

块状（亮）

块状（暗）

二维

λ1

L

L

L

L

H-

H+

λ2

L

L

H-

H+

H-

H+

备注

λ1 » λ2  0

λ1 » λ2 @ 0

λ2 » 0  λ2  0

λ2 » 0  λ2  0

λ1 < λ2  0

λ1 < λ2  0

对于一幅包含各种形状的灰色图像用Hessian矩阵的特征值而对不同的几何要素滤波效果如图 1所

示。

（a）原始图像 （b）块加强 （c）线加强 （d）点加强

图1 按基本配比的 λ1和 λ2 特征值的滤波效果
Fig.1 The filtering effects of eigenvalues λ1 and λ2 at basic ratio

图1（a）是图像原图，图1（b），（c），（d）是取尺度 σ = 1.0 时的点状、线状和块状物的增强滤波处理效果。

由于滤波过程中的尺度固定且参数选择只考虑了依据表1中的一般阈值限定条件而作，自然地对块状滤波

过程中仍然保持了点、线状物体的一些特性，故对某一形状的滤波效果需要取决于尺度大小、λ1 和 λ2 的合

理权重及调和函数的选配。对于眼部血管的特殊情况，如取局部特性分析的窗口矩形的半宽一般取3 σ ，

在当前尺度下，血管的直径小于当前尺度对应的窗口矩形的半宽，则管状血管的Hessian矩阵的特征值满
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足： || λ1 » 0 || λ1  || λ2 。下面我们用两个算子 RB ，S 来定义这两个特征值的关系

RB =
|| λ1

|| λ2

  S =  H
F
= å

j D

λ2
j （4）

式中：λ1 和 λ2 表示Hessian矩阵的两个特征值； H
F
表示Hessian矩阵的 F 范数。在当前尺度下，图像中

属于血管区域的点 p 的响应度可定义为

V ( )σp =

ì

í

î

ïï
ïï

0  如果  λ2 > 0或f ( )xy < ft

exp
æ

è
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ö

ø
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（5）

式中：V ( )σp 是点 p 的响应度；β是用于调整线状物和块状物区别的参数；cγ是控制整体平滑的参数，

通过 f (xy)< ft 直接将图中眼球外黑底背景去掉，这样可以省去后续的掩膜去除背景的干扰运算，线状响

应度函数的调节参数 β，γ，c的选择范围分别是0.2~3，2~6，10-5 ~ 10-6，每一考查像素点 p 的矩形窗口的半

宽一般取3 σ ，当不同尺度对应的窗口与血管直径相匹配时，v( )p 会得到最大的响应，在多尺度下的某一

点属于血管区域的响应函数为

v( )p = max
σmin  σ  σmax

V ( )σp （6）
v( )p 的值将用于非线性扩散的扩散因子和形态学操作中的结构元素的选择。形态学操作中的带有方

向和大小的结构元素的选择还需考虑最大响应度下的尺度因子 σ 和Hessian矩阵的特征向量表达的方向。

通过改变迭代尺度因子 σ 而得到的不同尺度下的 v( )p = max
σmin  σ  σmax

V ( )σp 作为该点的适应度输出，迭

代尺度因子的变化范围为 σmin ~ σmax ，迭代步长为 step，应兼顾各尺度下的各种直径的血管加强。为了测

试尺度因子对增强效果的影响，实验中手动设置固定的尺度因子分别为 σ = 1.0，σ = 3，σ = 5来求取3个线

状适应度，并设置了迭代尺度的范围在［1.0，5］且迭代步长为0.5来求取综合线状适应度，各线状特征响应

度的值与图像的灰度值成正比，在此用灰度值取反来表示，下图是对Drive图库中的21号图做的单尺度和

多尺度下的Hessian矩阵特征响应的效果对比图。

（a） σ =1.0 （b） σ =3 （c） σ = 5 （d） σ:[ ]1.05 step=0.5

图2 单尺度和多尺度下的Hessian矩阵线状特征响应效果对比
Fig.2 Response effect contrast of Hessian linear matrix under single-scale and multi- scale conditions

由实验结果可知，在相同尺度下只有相应宽度的部分血管的增强效果明显，图2（a）中，σ = 1.0使直径

小的血管得到加强，图2（b）中，σ =3和图2（c）中，σ = 5使直径中等的血管得到加强，而前3种尺度的线状

加强都是针对相应尺寸的血管的线状加强，而图2（d）的效果表明使用多尺度、步长小的综合方法来取的适

应度峰值才能使线状区域内的对象都得到适度的增强。

1.2 非线性各向异性扩散处理方法

在非线性热扩散方程计算中，通过设计合适的扩散系数来控制扩散方程的扩散行为，可使得在平滑图

像的同时能够保留甚至增强图像的特征信息。将Hessian矩阵的特征值和特征向量应用到非线性扩散中，

能得到更好地增强效果。扩散过程用Fick定律描述为：

蒋先刚，等：基于Hessian特征的视网膜血管图像的增强滤波算法 39
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¶u
¶t

= div( )DÑu （7）
式中：div是散度算子；u 是图像像素的灰度值；D 是扩散张量；Ñu 表示强度值梯度；t 表示物理中热扩散

时的时间，程序设计中用迭代步长表示。各向异性扩散方法既考虑扩散的大小又考虑扩散的方向。扩散

张量 D 由平行梯度和垂直梯度的两个正交的特征向量 e1 ，e2 组成，这个张量的特征值 λ1λ2 控制这两个方

向的扩散量，当 λ2 较大时，将沿血管方向进行平滑和去噪，当 λ1 是较小的正数时，以小的扩散量可维护和

保留血管的边界，当 λ1 是负数时，对血管壁进行锐化处理。

从管状响应值V (σp) 和管状响应图可以看出，在非血管区域的像素点的V (σp) 值很小，对于V (σp)

值小于阀值 vt 的非血管区域实施各向同性（ λ1 = λ2）的高斯滤波平滑。而在血管内部区域的像素点的V
（σ ，p）值较大，像素点的各向异性扩散的扩散量总与V (σp) 有关，而扩散方向由梯度方向的二阶方向导数

确定。对于 V (σp) 值大于阀值 Vt 的血管内部的点的平滑只在梯度正交（血管流动方向）方向

（ λ1 » 0λ2 » 1）进行，基于管状响应函数的特征向量选取和血管图像平滑和锐化增强的非线性各向异性扩

散函数按下列公式计算

λ1 = 1 + ( )ω - 1 v1 s

λ2 = 1 + ( )ε - 1 v1 s （8）

Ut =Ñ( )DÑU =Ñ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷( )e1 e2
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ë
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ù
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ë
ù
û

a d
c b

ÑU （9）
式中: λ1λ2 是对应于最大线状响应的特征值，e1 ，e2 是正交的两个特征向量，对应于最大响应函数尺度下

的Hessian矩阵的特征向量，D 是扩散张量，ωε用于调整响应函数在各特征方向上的扩散程度，ω一般

取值为20~30，ε一般取值为0.000 8~0.00 2，s 为调整响应在各特征方向上的特征值的敏感程度，它的取值

范围为 3~8。上式的扩散函数表明通过各点的张量和梯度的相互作用逐步变化而实现有向的平滑扩散。

图3是非线性扩散处理的结果比较，图3（b）是以梯度为扩散系数且迭代次数为20的非线性各向同性扩散

结果，在消除背景噪声的同时也使血管细部区域有所消弱，图3（c）,（d）是迭代次数分别为13和22的非线

性各向异性扩散图，它们在消除背景噪声的同时也使血管区域特别是血管边界区域有所增强和平滑，同时

不会随着迭代扩散次数的增加而使线型结构模糊。下图是对Drive图库中的2号图做的眼底管状响应值经

非线性扩散处理结果对比图。

（a）眼底管状响应图 （b）各向同性扩散图 （c）各向异性扩散图1 （d）各向异性扩散图2

图3 眼底管状响应值经非线性扩散处理结果比较
Fig.3 The nonlinear processing comparison results of fundus tubular response value diffusion

2 线状增强滤波器的算法实现

将上述方法进行综合应用可实现基于Hessian特征的视网膜血管图像的增强滤波算法。对于眼底图

像而言，尺度因子的范围与血管宽度相适应。通过反复的实验，我们得出对于Drive的视网膜血管图像设

定尺度因子为［1.0，5］，迭代步长为0.5的效果最好。考虑到血管原图的绿色分量都比较低，由这个特性可

先对血管图像进行快速的血管绿色对比加强预处理。基于Hessian矩阵的多尺度线状增强视网膜血管增

强滤波集成方法实现的步骤如下：
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Ⅰ 输入原始彩色视网膜血管图像 I ，设定尺度因子 σ 范围 [ ]σminσmax 和迭代步长Step，对于 I 的每一

个像素 Iij ，重复Ⅱ~Ⅶ；

Ⅱ 初始化空间尺度因子 σ 和管状响应V (σp)max ；

Ⅲ 若尺度 σ 满足停止条件，则跳转9）；
Ⅳ 计算元素 Iij 与高斯函数二阶微分的卷积，生成Hessian矩阵 H ，并计算其两个特征值 λ1 ，λ2 及其特

征向量 e1 e2 ；

Ⅴ 计算增强滤波的管状响应输出值V (σp) ；

Ⅵ 迭代尺度因子 σ = σ +step，跳转Ⅳ；

Ⅶ 尺度因子迭代结束，输出该像素的最大增强滤波输出值V (σp)max 、特征值和特征向量；

Ⅷ 图像像素遍历结束；

Ⅸ 以V (σp)max 特征向量等对血管图像进行非线性各向异性扩散，以V (σp)max 对应的 σ 、特征值和特

征向量选取不同方向和大小的结构元素进行自适应灰度形态学运算。

3 实验结果分析

图像滤波实验在Windows XP操作系统上进行，主机采用CPU Intel I3，内存为2 GB，开发环境为可视化

编程平台Delphi 7。为了验证本文提出的基于Hessian矩阵的多尺度线状加强的视网膜图像增强方法的有

效性，系统在由Staal等人提供的Drive 公共数据库的眼底图像上进行实验。该公共数据库的每一眼底视网

膜图都有对应的一幅由专家手动分割的图像作为判断有效性的金标准的参考图像，实验原始图像的尺寸

为565×584，图4是库中2号和21号视网膜图像的处理过程和对比结果。

（a）眼底血管原图 （b）绿色对比加强 （c）Hessian增强图 （d）金标准参考图 （e）血管融合图像

图4 视网膜血管提取过程及结果比较
Fig.4 The extraction process and the comparison results of retinal vascular

尺度因子的选择应与视网膜图像的血管宽度相适应，在本文实验中的 σ 的范围设置为［1.0，5］，包含了

所有可能的血管宽度，同时设置迭代步长为0.5，对应的窗口矩形的半宽设定为3 σ 。取线状响应度函数的

各调节参数 β =1.5，γ =6，c = 10 -6，最小尺度参数 σmin 将确定可被加强的最细血管，如需消除处理后大直径

血管中的断续细小空洞，可通过增加最大尺度参数 σmax 和进行后续的形态学和各向异性扩散等处理。形

态学处理的结构元素的大小和类型与像素点区域的线状适应度最大响应值的Hessian矩阵的特征值、特征

向量方向和尺度大小有关，需要自适应选择形态学结构进行处理。两组图中的图4（a）是视网膜血管原图，

通过选择合理参数进行绿色对比加强可使血管部分的对比更加明显，图4（b）与图4（c）分别是对应的依绿

色分量的增强图像和Hessian响应度函数增强图，图4（d）是该眼底血管的金标准参考图像，图4（e）为本文

集成方法提取的血管融合图，与血管原图的对比可以看出，利用本文构造的滤波器可以使得非线形对象得

蒋先刚，等：基于Hessian特征的视网膜血管图像的增强滤波算法 41
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到抑制的同时线形区域得到增强，并且客观地反映了血管管径的逐级匀称变化。

对照实验的素材和金标准都是采用DRIVE数据库的样本和参考数据，比较可仅在图像的脊线上进

行。评价体系中的平均准确率表示按多个样本实验的总体平均来看，增强图像中正确识别的血管像素数

与正确识别的背景像素数之和与被图像中所有像素数相除，ROC 曲线下的面积 Az 是最常用的评价曲线特

征的参数，Az 表示系统同时在敏感性与特异性上的性能表现，Az 的值越大表示其结果越可靠。表2是对

DRIVE数据库上的图像进行血管图像增强效果的几种对比结果。

从上面结果分析可知，单独采用形态学、非线性扩散和Hessian特征加强的线状目标提取都有一定的

局限性，效果也不是很好，而将这些方法进行有效地集

成和复合就具备相当的准确率和可靠性。由图 4中的

原图可看出眼底血管原图图像成橙红色，它对我们需

要增强的视网膜血管有很大的影响，我们采用将形态

学、非线性扩散和Hessian特征进行有效的结合有效的

克服了这方面的影响，并且大大提高了视网膜血管增

强的准确率。由此可以看出通过这些方法合理有序的

操作以及实施而获得了较高正确率的视网膜血管形态

区域的加强和提取，并在同等准确率下能得到较强的

鲁棒性。

4 结束语

提出了一种基于Hessian特征的视网膜血管图像的增强滤波算法，通过对Hessian矩阵特征值的管理

利用而获得不同形状的增强方法，并构造了基于Hessian矩阵的多尺度线形滤波器对视网膜图像的血管进

行集成增强，将表达线状结构的Hessian矩阵特征向量应用于线状结构的响应函数及自适应的灰度形态学

操作和非线性各向异性扩散，通过中心差分法而使图像各点的张量和梯度得到有向的平滑增强。通过这

些方法的合理有序的操作以及实施而获得了较高正确率的视网膜血管形态区域的加强和提取，并在同等

准确率下能得到较强的鲁棒性。
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表2 几种血管图像增强方法的效果对比

Tab.2 The contrast of several enhancement methods

for vascular images

增强方法

staal's
zana's

非线性扩散

本文方法

平均准确率

0.944 2
0.937 7
0.895 5
0.942 8

可靠性Az

0.952 0
0.898 4
0.837 5
0.950 5

42



第3期

Enhancement Filter Algorithm of Retina Blood Vessels Based on Hessian
Matrix Features

Jiang Xiangang，Xiong Juan，Qiu Yunli，Fan Deyin

（Basic Science School，East China Jiaotong University，Nanchang Jiangxi 330013，China）

Abstract：This paper presents an enhancement filter algorithm of retina blood vessels based on Hessian matrix

features. It firstly analyzes the effects of suppressing and enhancing of Hessian matrix eigenvalue on all kinds

of shapes. Then it exploits these eigenvalues and vectors in the subsequent processing steps such as response

function，mathematical morphology and nonlinear anisotropic diffusion to enhance whole blood vessel domain

and smooth the nonlinear region. The proposed algorithm has higher stability robustness in the same accuracy.

Key words：retina blood vessels；Hessian matrix；multi-scale filtering；nonlinear diffusion；mathematical mor-

phology
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The Travel Demand of Unit City Based on Multi-agent System

He Jiayao，Ye Zhenxiang

（Institute of Transportation Engineering，Tsinghua University，Beijing 100084，China）

Abstract：Due to increasingly serious traffic and environmental problems in large cities，it is very important to

study the effects of urban form on the reduction of travel demand. This paper illustrates the concept of unit city

and develops a bottom-up micro-simulation model based on multi-agent system，applying the achievements of

bid-rent theory，economic geography and transportation planning theory. The differences of traffic efficiency

and carbon emission between unit city and mono-centric city are investigated quantitatively. The results indicate

that for cities over a certain size，unit city performs better in travel demand reduction，energy saving and

emission reduction. The paper summarizes the essential principles of unit city planning and the corresponding

management policies. Apart from being used for analyzing the impact of ideal urban forms on traffic and carbon

emissions，the proposed model can be applied for investigating and evaluating the travel demand of alternative

urban spatial patterns in actual city planning，which can be developed further for specific needs.

Key words：unit city；mono-centric city；travel demand；carbon emission；multi-agent system
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