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Marcinkiewicz算子及交换子在非齐型空间上的有界性
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摘要：若 μ 是 Rd 空间上的非倍测度，Marcinkiewicz算子及其与 RBMO(μ) 函数生成的交换子在非齐型广义Morrey空间上的有

界性，该结论推广了Sawano的结果。
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经典调和分析理论总是假定Radon测度 μ 满足双倍条件，即存在某个常数 C > 0 ，使得对于任意的点

x ∈ supp (μ) 和半径 r > 0 都有 μ(B(x,2r))≤Cμ(B(x,r)) ，其中球体 B(x,r) ={y ∈Rd: |y - x| ≤ r} ，其中 Rd 是 d 维的

欧氏空间。2001年Tolsa中为解决所谓的Painlevé问题和Vitushkin猜想引入非倍条件即：若 μ 是定义在 Rd

上的Radon测度并且满足以下的增长条件：对于所有的 x ∈Rd,r > 0,有
μ(B(x,r))≤ c0r

n （1）
式中：c0 ，n是正数且 0 < n≤ d ，详见文献［1-2］。

如果Lebesgue测度被Radon测度 μ 替代且仅满足条件（1），则称此空间为非齐型空间。2005年，Sawa⁃
no和Tanaka在文献［3］中定义非齐型空间上的Morrey空间，进一步许多学者证明了Calderón-Zygmund积分

和分数次积分等经典算子在其上的有界性仍然成立详见文献［4-7］。2008年，Sawano又在文献［8］中定义

非齐型空间上的广义Morrey空间并证明了Calderón-Zygmund算子和分数次积分算子在其上的有界性。随

后，文献［9］证明了多线性奇异积分算子的有界性。Hu等人在文献［10］给出在测度 μ 满足条件（1）式下的

Marcinkiewicz算子：

设 K 是 Rd ×Rd /{(x,y):x = y}上的局部可积函数，若存在常数 C > 0 ，使得对所有的 x,y ∈Rd 且 x≠ y ，有

|K(x,y)| ≤C|x - y|-(n - 1)
（2）

以及

∫|x - y| ≥ 2|y - y'|[|K(x,y) -K(x,y')| + |K(y,x) -K(y',x)|] 1|x - y|dμ(x)≤C （3）
结合以上核 K 及满足条件（1）式的测度 μ 的Marcinkiewicz算子 Μ 定义为

Μf (x) =(∫0∞|∫|x - y| ≤ t
K(x,y) f (y)dμ(y)|2 dt

t3
)12，x ∈Rd （4）

进一步在文献［10］中指出，当核函数 K 满足条件（2）式及以下的Hörmander条件

sup
r > 0,y,y' ∈Rd

∑
l = 1

∞
lm∫2lr < |x - y| ≤ 2l + 1r

[|K(x,y) -K(x,y')| + |K(y,x) -K(y',x)|] 1|x - y|dμ≤C （5）
定义Marcinkiewicz算子与 RBMO(μ)函数生成的交换子为
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Μb f (x) =(∫0∞|∫|x - y| ≤ t
[b(x) - b(y)]K(x,y) f (y)dμ(y)|2 dt

t3
)12

1 定义和准备工作

定义1［8］ 设 k > 1，1≤ p <∞，φ:(0,∞)→(0,∞)是一个增函数，k，p均为常数。定义非齐型空间上的广

义Morrey空间 L
p,φ(k,μ)为

L
p,φ(k,μ) ={ f ∈ Lp

loc(μ): sup
Q ∈Q(μ)

( 1
φ(μ(kQ) ∫Q|f (x)|pdμ(x))

1
p <∞}

其中：f 在广义Morrey空间 L
p,φ(Rn)上的范数为

||f||
L
p,φ(k,μ) = sup

Q ∈Q(μ)
( 1
φ(μ(kQ)) ∫Q|f (x)|pdμ(x))

1
p

命题1［8］ 设 k1 > k2 > 1，1≤ p <∞ ，φ:(0,∞)→(0,∞) 是一个增函数，则存在一个仅与 k1,k2,d 有关的常数

Ck1,k2,d ，使得

||f||
L
p,φ(k1,μ)

≤ ||f||
L
p,φ(k2,μ)

≤Ck1,k2,d( k2 - 1
k1 - 1)d||f||Lp,φ(k1,μ)

因此，L
p,φ(k1,μ)与 L

p,φ(k2,μ)的范数互相等价。由此可记 L
p,φ(4,μ) = Lp,φ(μ)。

在给出主要结果之前先做一些必要说明。文中所涉及的方体 Q⊂Rd 是指各边分别平行于坐标轴的闭

方体，记其边长为 l ，中心为 x͂ 。记 Q(μ) 为所有满足 μ(Q) > 0 的方体的全体。设 α > 1,β >αn ，若

μ(αQ)≤ βμ(Q)，称 Q为 (α,β)倍方体。 αQ表示与 Q同心边长为其 α倍的方体。若 α，β 无特别说明，那么

倍方体均为 (2,2d + 1)倍方体。此外，文中 C ，c0 仅表示与主参数无关的正数，其取值在不同的环境中不尽相

同。

2 算子的有界性证明

引理1［10］ 设 K(x,y)满足条件（2）式，（3）式，Μ 为所定义的Marcinkiewicz算子。若 Μ 在 L2(μ)中有界

且1 < p <∞，则 Μ 在 L
p(μ)上有界。即 ||Mf||

L
p(μ) ≤C||f||

L
p(μ) 。

引理2［8，11］ 设 ϕ:(0,∞)→(0,∞)的函数且满足对所有的 r > 0 有

∫r∞ϕ(s)dss ≤ cϕ(r)
那么存在 ε > 0 使得对所有的 r > 0 有 ∫r∞ϕ(s)sε dss ≤ cϕ(r)rε 。特别地，对任意 η≤1存在 c > 0 使得对所有

的 r > 0 有 ∫r∞(ϕ(s)s )η ds
s
≤ c(ϕ(r)

r
)η 成立。

定理 1 设 K(x,y) 满足条件（2）式，（3）式，Μ 为 Marcinkiewicz 算子。若 Μ 在 L2(μ) 中有界且

1 < p <∞，对任意的 0 < s≤ t假定 φ是满足以下条件的增函数

φ(t)
t

≤C
φ(s)
s

（6）
sup
r≤ s≤2r

φ(r)
φ(s) < ∞ （7）

∫r∞ φ(t)t dt
t
≤C

φ(r)
r

（8）
则存在常数 C ，使得

||Μf||
L
p,φ(μ) ≤C||f||

L
p,φ(μ)

证明 对任意取定的Q ∈Q(μ)及 f ∈ Lp,φ(μ)，可将 f 分解为 f = f1 + f2 ，其中 f1 = fx2Q 。则
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( 1
φ(μ(4Q)) ∫Q|Μf (x)|pdμ(x)) 1

p ≤( 1
φ(μ(4Q)) ∫Q|Μf1(x)|pdμ(x)) 1

p +( 1
φ(μ(4Q)) ∫Q|Μf2(x)|pdμ(x)) 1

p ≕ Ι + J
由引理1知，Ι≤C( 1

φ(μ(4Q)) ∫2Q|f (x)|pdμ(x)) 1
p ≤C||f||

L
p,φ(μ) 。对于 J

Μf2(x) =(∫0∞|∫|x - y| ≤ t
K(x,y) f2(y)dμ(y)|2 dtt3 )

12 ≤(∫0|y - x͂| + d l|∫|x - y| ≤ t
K(x,y) f2(y)dμ(y)|2 dtt3 )

12

+(∫|y - x͂| + ε l

∞ |∫|x - y| ≤ t
K(x,y) f2(y)dμ(y)|2 dtt3 )

12) ≕ J1 + J2

又 x ∈Q,y ∈(2Q)c 知 12|x͂ - y| < |x - y| < 32|x͂ - y|。由Minkowski不等式以及条件（2）式得

J1 ≤ ∫Rd|K(x,y)||f2(y)|(∫|x - y||y - x͂| + ε l 1
t3
dt)12dμ(y)≤C∫Rd

|f2(y)|
|x - y|n - 1 ( ε l

|x͂ - y|3 )
12dμ(y)

≤Cl
12 ∫(2Q)c |f (y)|

|x͂ - y|n + 12
dμ(y)≤Cl

12 ∫2l∞t-n - 32 ∫B(x͂, t)|f (y)|dμ(y)dt
利用Hölder不等式及条件（1）式，（6）式和（8）式

J1 ≤Cl
12 (∫2l∞ φ(c0t

n) 1
p

t
n
p
+ 32

dt)||f||
L
p,φ(μ) ≤Cl

12 (∫2l∞ φ(c0t
n)

tn
dt
t
)1p (∫2l∞( 1

t
12
)p' dt

t
) 1
p' ≤C(φ(c0l

n)
c0l

n )1p||f||
L
p,φ(μ)

对 J2 同样的方法及引理2有
J2 ≤ ∫Rd|K(x,y)||f2(y)|(∫|y - x͂| + ε l

∞ 1
t3
dt)12dμ(y)≤C∫2l∞t-n - 1∫B(x͂, t)|f (y)|dμ(y)dt

≤C(∫2l∞ φ(c0t
n) 1

p

t
n
p
+ 1 dt)||f||

L
p,φ(μ) ≤C(φ(c0l

n)
c0l

n )1p||f||
L
p,φ(μ)

于是由条件（6）得
J≤( μ(Q)

φ(μ(4Q)) )
1
p (φ(c0l

n)
c0l

n )1p||f||
L
p,φ(μ) ≤C||f||

L
p,φ(μ)

3 交换子的有界性证明

定义2 设 ρ > 1，称 b ∈ L1
loc(μ)在空间 RBMO(μ)中是指存在常数 C > 0 ，使得对于任意的中心在 supp (μ)

中的方体Q，有

1
μ(ρQ) ∫Q|b(x) -mQ'(b)|dμ(x)≤C

Q' 表示形如 2kQ(k ∈N)的最小倍方体，mQ'(b)表示 b在方体Q' 上的平均。即

mQ'(b) = 1
μ(Q') ∫Q'b(x)dμ(x)

并且称满足上述条件的最小常数 C 为 b的 RBMO(μ)范数，记为 ||b||* 。
文献［1］中指出了 RBMO(μ)的定义与常数 ρ > 1的选取无关，并且满足以下引理。

引理3［1］ 若1≤ p <∞,且1≤ ρ <∞，则 b ∈RBMO(μ)当且仅当存在 C > 0 ，使得当Q ∈Rd ，有

1
μ(ρQ) ∫Q|b(x) -mQ'(b)|pdμ(x)≤C||b|| p*

对任意两个倍方体Q⊂R，那么 |mQ(b) -mR(b)| ≤KQ,R||b||* 。当方体Q,R可以比较时，KQ,R 是有界的。

引理 4［10］ 设 K(x,y) 满足条件（1.2）、（1.5）式，1 < p <∞ 。若 Μ 在 L2(μ) 中有界，那么对任意的

b ∈RBMO(μ)，交换子 Μb 在 L
p(μ)中有界。即存在 C 使得

||Μb f||Lp(μ) ≤C||b||*||f||Lp(μ)
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定理 2 设 K(x,y) 满足条件（2）式，（5）式，1 < p <∞ 。若 Μ 在 L2(μ) 中有界，那么对任意的 b ∈
RBMO(μ)，假定 φ是满足上述（6）式~（8）式条件的增函数，则存在常数 C 使得

||Μb f||Lp,φ(μ) ≤C||b||*||f||Lp,φ(μ)

证明 对任意取定的Q ∈Q(μ)及 f ∈ Lp,φ(μ)，可将 f 分解为 f = f1 + f2 ，其中 f1 = fx2Q 。则

( 1
φ(μ(4Q)) ∫Q|Μb f (x)|pdμ(x)) 1

p ≤( 1
φ(μ(4Q)) ∫Q|Μb f1(x)|pdμ(x)) 1

p +( 1
φ(μ(4Q)) ∫Q|Μb f2(x)|pdμ(x)) 1

p = I1 + I2

利用引理4，I1 ≤C( 1
φ(μ(4Q))||b||*∫2Q|f (x)|pdμ(x)) 1

p ≤C||b||*||f||Lp,φ(μ) 。

对于 I2 部分，

|Μb f2(x)| =(∫0∞|∫|x - y| ≤ t
[b(x) - b(y)]K(x,y) f2(y)dμ(y)|2 dtt3 )

12 ≤(∫0|y - x͂| + ε l|∫|x - y| ≤ t
[b(x) - b(y)]K(x,y) f2(y)dμ(y)|2 dtt3 )

12

+(∫|y - x͂| + ε l

∞ |∫|x - y| ≤ t
[b(x) - b(y)]K(x,y) f2(y)dμ(y)|2 dtt3 )

12 = J1 + J2

对 J1 部分类似定理1的证明方法

J1 ≤Cl
12 ∫Rd|b(x) - b(y)| |f2(y)|

|x͂ - y|n + 1/2 dμ(y)≤Cl
  12 ∫Rd|b(x) -m2Q'(b)| |f2(y)|

|x͂ - y|n + 1/2 dμ(y)

+Cl12 ∫Rd|b(y) -m2Q'(b)| |f2(y)|
|x͂ - y|n + 1/2 dμ(y) =D1 +D2

对于 D1 部分

D1 ≤Cl
12|b(x) -m2Q'(b)|∫2l∞t-n - 32 ∫B(x͂, t)|f (y)|dμ(y)dt ≤C|b(x) -m2Q'(b)|(φ(c0l

n)
c0l

n )1p||f||
L
p,φ(μ)

对于 D2 部分

D2 ≤Cl
12∑

j = 1

∞ ∫2 j
l < |x͂ - y| ≤ 2 j + 1

l

|f (y)|
|x͂ - y|n + 1/2 |b(y) -m2Q'(b)|dμ(y)≤Cl

12∑
j = 1

∞ [2 j
l]-(n + 12)∫2 j + 1

Q
|f (y)||b(y) -m2Q'(b)|dμ(y)

≤Cl
12∑

j = 1

∞ [2 j
l]-(n + 1/2)[∫2 j + 1

Q
|f (y)|pdμ(y)]1p[∫2 j + 1

Q
(|b(y) -m2 j + 1

Q'(b)|p') +(|m2 j + 1
Q'(b) -m2Q'(b)|)p'dμ(y)]

1
p'

≤Cl
12||f||

L
p,φ(μ)||b||*∑

j = 1

∞ [2 j
l]-(n + 1/2)

φ(μ(2 j + 1
Q))1 p

μ(2 j + 1
Q)1/p' ≤C||f||

L
p,φ(μ)||b||*∑

j = 1

∞ 2n - 12 j(φ(μ(2
j + 1
Q))

μ(2 j + 1
Q) )1p ≤C||b||*(φ(c0l

n)
(c0l

n) )1p||f||
L
p,φ(μ)

上面最后一个不等式的成立利用了定积分的定义。于是由引理3和条件（6）式得，

I2 ≤C||b||*( μ(Q)
φ(μ(4Q)) )

1
p (φ(c0l

n)
c0l

n )1p||f||
L
p,φ(μ) +C( 1

μ(Q) ∫Q|b(x) -m2Q'(b)|pdμ(x))
1
p ( μ(Q)
φ(μ(4Q)) )

1
p (φ(c0l

n)
c0l

n )1p||f||
L
p,φ(μ) ≤C||b||*||f||Lp,φ(μ)

综合 I1,I2 两部分，定理2得证。
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Boundedness of Marcinkiewicz Integral and Commutator on
Non-homogeneous Spaces

Ye Xiaofeng，Wang Meng，Hu Yuanyuan

（School of Information and Computer Science，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：Under the assumption that μ is a non-doubling measure on Rd ，this paper studies the boundedness of

Marcinkiewicz integrals and commutators generated by Marcinkiewicz integrals with RBMO(μ) functions on

generalized Morrey spaces of non-homogeneous spaces. The result extends the conclusion of Y.Sawano.

Key words：generalized Morrey spaces；Marcinkiewicz integral；RBMO(μ) functions；commutators
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Distributed Processing of Grid Monitoring Information Flow Based on Hadoop

Qu Zhijian，Guo Liang，Chen Ge

（School of Electrical and Electronic Engineering，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：In order to solve problems of large data sets access for monitoring information flow in smart grid dis-

patching system，this paper proposes a distributed cluster processing method based on Hadoop cloud computa-

tion framework for monitoring information flow. By analyzing information flow characteristics of power grid

monitoring system，the three kinds of key processing stream were extracted；By comprehensively using distrib-

uted file system HDFS and the parallel programming model Map/Reduce，the cluster distributed information

processing platform was established，and information efficient parallel processing was achieved. Taking power

grid dispatching measurement logging data set as an example，the test results show that the new method process-

ing efficiency is improved 1.4 times compared with traditional client/server database method，and is related to

cluster node scale，which can avoid response delay problem of large data sets information processing.

Key words：smart grid；information flow；Hadoop cloud computation；Map/Reduce；parallel processing
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