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DQ法求解FGM Levinson梁的静态弯曲问题
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摘要：基于高阶剪切变形理论，采用微分求积法（DQM）研究了功能梯度材料Levinson梁的静态弯曲解，并与Timoshenko梁的

弯曲解进行了比较。考虑功能梯度梁的材料性质沿厚度方向按照幂函数连续变化，建立了梁的无量纲控制方程，给出了均

布载荷作用下，长细比为10时，相同尺寸的梁在3种常见的边界条件下功能梯度Levinson梁的无量纲挠度随梯度指数 p的变

化规律以及不同边界条件下功能梯度材料Levinson梁的无量纲挠度随长细比的变化规律。
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功能梯度材料是一种新型的非均匀复合材料。它是通过特定的材料制备工艺将不同性能的两种或两

种以上材料按一定的设计规律组合起来，使材料组分按梯度连续变化，从而达到消除材料的物理性能的不

连续性以使内部界面消失。功能梯度材料性能的不均匀性为力学分析带来了很大的困难，许多均匀材料中

引入和发展的力学概念、理论、计算方案和实验手段已不再适用于功能梯度材料，需要进行探索和创新［1］。

因此，其力学行为研究也成为众多材料科学、物理学和力学工作者非常感兴趣的研究领域，是当前国内外关

注的前沿课题。

基于不同的理论，研究者们采用了多种解析和数值方法对功能梯度材料结构的弯曲、屈曲和振动响应

进行研究。其中大量的研究成果反映了材料性质的横向梯度变化特性对功能梯度材料梁宏观力学行为的

影响。基于经典理论，李世荣和刘平［2］利用解析法研究了材料性质沿横向连续变化的功能梯度Euler-Ber⁃
noulli梁的静态弯曲、屈曲和自由振动问题，文献［3］利用DQ法求解了两端简支变截面功能梯度梁的弯曲

问题。基于一阶剪切理论，Li［4］引入辅助函数研究了梯度功能材料Timoshenko梁的静态弯曲和横向振动，

Li等［5］利用数学模型的相似性和控制方程中载荷的等效性研究了功能梯度Timoshenko梁与均匀Euler-Ber⁃
noulli梁静态解之间的相似转换关系，文献［6］采用微分求积法（DQM）分析了层合梁自由振动问题。马连

生等［7］研究Euler梁理论、Timoshenko一阶梁理论和Reddy高阶梁理论之间在特征值问题的相关性，将求解

微分方程的特征值问题转化为代数方程的求解。基于经典理论和一阶剪切变形理论，文献［8］运用微分求

积法（DQM）研究了功能梯度材料矩形板的线性弯曲问题。基于经典板理论，李世荣［9］等采用解析方法研

究了轴对称条件下FGM圆板的弯曲、屈曲和自由振动问题，推导出了FGM圆板与对应均匀圆板的挠度、临

界载荷和固有频率之间的相似转换关系。利用经典板理论解和一阶剪切变形板理论解之间的对应关系，

Reddy等［10］讨论了功能梯度复合材料圆形和环形薄板的对称弯曲问题，推导出了各种边界下FGM圆板轴

对称弯曲解析解。基于高阶剪切变形板理论，杨杰，沈惠申［11］采用DQ法和Galerkin法相结合方法研究了在

均匀变化的温度场内功能梯度材料矩形中厚板的横向弯曲问题。
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1 问题的数学模型

1.1 基本方程

采用高阶剪切变形理论来分析功能梯度材料Levinson梁的静态弯曲问题。考虑长度为 l ，宽为 b高为

h的矩形截面功能梯度材料梁，其材料性质沿厚度方向连续变化。设轴向坐标为 x，通过横截面的几何形

心；横向坐标为 z ，其原点在几何中面（见图1）。梁的位移场可表示为
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u(x,z) = u0(x) - zφ(x) -αz3æ
è
ç

ö
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÷

dw0(x)dx +φ(x)
w(x,z) =w0(x)

（1）

其中：u0(x)为几何中面内任一点的轴向位移；w0(x)为
挠度位移；u(x,z) 和 w(x,z) 分别为梁内任一点的轴向

位移和竖向位移；φ 为横截面转角，系数 α = 4/(3h2) 。
对于材料性质横向非均匀变化的功能梯度材料梁，由

于梁的几何中面与物理中面不重合，因而几何中面面

内位移 u0 一般不为0。
根据梁的位移方程，即式（1）推出梁的应变场为
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εx(x,z) = du0dx + z dφdx -αz3æ
è
çç
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d2w0
dx2 + dφ

dx
γxz(x,z) =(1 - 3αz2)æ

è
ç

ö
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dw0dx +φ
（2）

式中：εx(x,z)和 γxz(x,z)分别为梁内任一点的正应变和剪应变。

根据胡克定律，梁横截面上的正应力 σx 和剪应力 τxz 的位移形式如下
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σx =Eεx =Eæ
è
çç
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du0dx + zdφdx -αz3æ
è
çç
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÷÷

d2w0dx2 + dφ
dx

τxz =Gγxz =G(1 - 3αz2)æ
è
ç

ö

ø
÷

dw0dx +φ
（3）

其中：E ，G 和 ν 分别为梁的拉伸弹性模量，剪切弹性模量和泊松比，这里假设它们都是横坐标 z 的已知函

数。由式（3）可得梁的横截面等效内力分别为

FN = ∫A σxdA = S0
du0dx + S1

dφ
dx -αS3

æ
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çç
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d2w0dx2 + dφ
dx （4）
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M = ∫A σx zdA = S1
du0dx + S2

dφ
dx -αS4
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d2w0dx2 + dφ
dx

Fs = ∫A τxzdA = Szx
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dw0dx +φ
（5）

式中：FN 是梁的轴力，M 是梁的弯矩，Fs 是梁的剪力。其中梁的截面刚度系数定义为
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Si = ∫AEzidA,(i = 0,1,2,3,4)
Szx = ∫A E2(1 + ν) (1 - 3αz2)dA （6）

式中：E ，v，A分别为梁的弹性模量，泊松比和横截面面积。

考虑梁的微分单元平衡，可得梁的静力平衡方程

图1 功能梯度梁的几何描述

Fig. 1 The geometric description of functionally

graded beams
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dFNdx = 0
dMdx =Fs

dFsdx = q
（7）

其中：q为横向分布载荷。

1.2 材料性质变化规律

考虑梁的材料性质沿厚度方向按幂函数变化，其弹性模量可表示为
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E(z) =Et +(Eb -Et)æè ö
ø

12 + z
h

p

ν(z) = νt +(νb - νt)æè ö
ø

12 + z
h

p （8）

其中：-h/2 ≤ z≤ h/2 ；Et =E(h/2) ，Eb =E(-h/2) 分别为梁的上、下表面的弹性模量；梯度指数 p 为非负实

数。定义梁的无量纲刚度系数为
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ϕi = Si

EbAh
i (i = 0,1,3,4)

ϕ2 = S2
EbI

ϕzx = Szx

EbA

（9）

其中：A = bh 为均匀梁的横截面面积，I = bh3/12 是均匀梁的横截面刚度。将（9）式代入式（7）中，并令

η =K - 1,K =Eb/Et ，积分可得
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ϕ0 = 1 + η
p + 1

ϕ1 = pη
2(p + 1)(p + 2)

ϕ2 = 1 + 3η(p2 + p + 2)
(p + 1)(p + 2)(p + 3)

ϕ3 = ηp(p2 + 3p + 8)
8(p + 1)(p + 2)(p + 3)(p + 4)

ϕ4 = 180 + η(p4 + 6p3 + 23p2 + 18p + 24)
16(p + 1)(p + 2)(p + 3)(p + 4)(p + 5)

ϕzx = 12(1 + ν) æè ö
ø

ϕ0 - 13ϕ2

（10）

1.3 无量纲控制方程

采用无量纲变换
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(ξ,U,W) =(x,u0,w0)/l
( fN, fs,m,Q) = l

EbI
(Nl,Fsl,M,ql2) （11）

其中：ξ 是轴向坐标为 x的无量纲化，范围 0≤ ξ≤1；U 和W 分别是梁内任一点的无量纲轴向位移和无量

纲竖向位移；Q是作用在梁上的无量纲横向分布载荷；fN 为梁的无量纲轴力；fs 为梁的无量纲剪力；m 为

梁的无量纲弯矩。

将（4）~（5）式代入（7）式并利用（9）式和（11）式推出无量纲位移形式的控制方程
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d2U
dξ2 + δϕ1

ϕ0

d2φ
dξ2 - 4δϕ33ϕ0

æ

è
ç

ö

ø
÷

d3W
dξ3 + d2φ

dξ2 = 0 （12）
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ϕ1
d2U
dξ2 + δϕ212

d2φ
dξ2 - 43 δϕ4

æ

è
ç
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d3W
dξ3 + d2φ

dξ2 = ϕzx

δ
æ
è
ç

ö
ø
÷

dWdξ +φ
d2W
dξ2 + dφ

dξ = - δ2

12ϕzx

Q
（13）

其中：δ = h/l 是梁的细长比。

1.4 无量纲内力及边界条件

将（9）式代入（4）~（5）式并利用（11）式推出梁的无量纲位移形式内力

fN = 12
δ2
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ϕ0

dUdξ +ϕ1δ
dφ
dξ - 43ϕ3δ

æ
è
ç

ö
ø
÷

d2W
dξ2 + dφ

dξ （14）
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m = 12
δ
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è
çç
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dUdξ + ϕ212 δ
dφ
dξ - 43ϕ4 δ

æ
è
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d2W
dξ2 + dφ

dξ
fs = 12ϕzx

δ2
æ
è
ç

ö
ø
÷

dWdξ +φ
（15）

1）两端简支功能梯度Levinson梁的边界条件为

U(0)= 0 ，W(0)= 0 ，m(0)= 0 ； fN(1)= 0 ，W(1)= 0 ，m(1)= 0 （16）
2）一端固定、一端可移夹紧功能梯度Levinson梁的边界条件为：

U(0)= 0 ，W(0)= 0 ，φ(0)= 0 ； fN(1)= 0 ，W(1)= 0 ，φ(1)= 0 （17）
3）一端固定、一端自由功能梯度Levinson梁的边界条件为：

U(0)= 0 ，W(0)= 0 ，φ(0)= 0 ； fN(1)= 0 ，m(1)= 0 ， fs(1)= 0 （18）
2 数值计算

2.1 离散方程和边界条件

采用 DQ 法对上述高阶微分方程进行数值求解。设区间［0，1］上有 N 个互不重合的结点

0 = ξ1 < ξ2 < ξ3 <⋯< ξN = 1，采用非均匀结点划分公式

ξi = 12
æ
è
ç

ö
ø
÷1 - cosπ(i - 1)

N - 1 , i = 1,2,⋯,N （19）
离散后的全部结点位移表示为

XT ={ }U1,φ1,W1,U2,φ2,W2,⋯,UN,φN,WN （20）
根据微分求积法的基本理论［3］
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U
(k)
i = ∑

j = 1, j≠ i

N

A
(k)
ij Uj

φ
(k)
i = ∑

j = 1, j≠ i

N

B
(k)
ij φj

W
(k)
i = ∑

j = 1, j≠ i

N

C
(k)
ij Wj

（21）

式中：W (k)
i 为Wi 对 ξi 的k阶导数，A

(k)
ij 为k阶导数的权系数。其中一阶导数的权系数为
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C
(1)
ij =B(1)

ij = A(1)
ij = ∏

k = 1, j≠ i

k≠ i, j

N (xi - xk)/ ∏
k = 1, j≠ i

k≠ j

N (xj - xk)

C
(1)
ii =B(1)

ii = A(1)
ii = ∑

k = 1, j≠ i

k≠ i

N 1
xi - xk

（22）

二阶以及二阶以上权系数可以通过一阶导数的权系数计算获得

C
(k)
ij =B(k)

ij = A(k)
ij =∑

k = 1

N

A
(1)
ik A

(k - 1)
kj =⋯=∑

k = 1

N

A
(k - 1)
ik A

(1)
kj （23）

离散后的无量纲控制方程为

∑
j = 1

N

A
(2)
ij Uj + æ

è
ç

ö
ø
÷

δϕ1
ϕ0

- 4δϕ33ϕ0
∑
j = 1

N

B
(2)
ij φj - 4δϕ33ϕ0

∑
j = 1

N

C
(3)
ij Wj = 0 （24）

ϕ1∑
j = 1

N

A
(2)
ij Uj + δæ

è
ç

ö
ø
÷

ϕ212 - 43ϕ4 ∑
j = 1

N

B
(2)
ij φj - ϕzx

δ
φi - 43 δϕ4∑

j = 1

N

C
(3)
ij Wj - ϕzx

δ∑j = 1

N

C
(1)
ij Wj = 0 （25）

∑
j = 1

N

B
(1)
ij φj +∑

j = 1

N

C
(2)
ij Wj = - δ2

12ϕzx

Q （26）
式中：i = 1,2,3,⋯,N 。离散后的边界条件分别为

1）两端简支功能梯度材料Levinson梁的边界条件为
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ξ1 = 0时， U1 = 0，W1 = 0,ϕ1∑
j = 1

N

A
(1)
1jUj + δæ

è
ç

ö
ø
÷

ϕ212 - 43ϕ4 ∑
j = 1

N

B
(1)
1j φj - 43 δϕ4∑

j = 1

N

C
(2)
1j Wj = 0

ξN = 1时， ϕ0∑
j = 1

N

A
(1)
NjUj + δæè ö

ø
ϕ1 - 43ϕ3 ∑

j = 1

N

B
(1)
Njφj - 43 δϕ3∑

j = 1

N

C
(2)
NjWj = 0

WN, j = 0，ϕ1∑
j = 1

N

A
(1)
NjUj + δæ

è
ç

ö
ø
÷

ϕ212 - 43ϕ4 ∑
j = 1

N

B
(1)
Njφj - 43 δϕ4∑

j = 1

N

C
(2)
NjWj = 0

（27）

2）一端固定、一端可移夹紧功能梯度材料Levinson梁的边界条件为
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ξ1 = 0时， U1 = 0，W1 = 0,φ1 = 0
ξN = 1时， ϕ0∑

j = 1

N

A
(1)
NjUj + δæè ö

ø
ϕ1 - 43ϕ3 ∑

j = 1

N

B
(1)
Njφj - 43 δϕ3∑

j = 1

N

C
(2)
NjWj = 0,WN = 0,φN = 0 （28）

3）一端固定、一端自由功能梯度材料Levinson梁的边界条件为
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ξ1 = 0时， U1 = 0，W1 = 0,φ1 = 0
ξN = 1时， ϕ0∑

j = 1

N

A
(1)
NjUj + δæè ö

ø
ϕ1 - 43ϕ3 ∑

j = 1

N

B
(1)
Njφj - 43 δϕ3∑

j = 1

N

C
(2)
NjWj = 0

ϕ1∑
j = 1

N

A
(1)
NjUj + δæ

è
ç

ö
ø
÷

ϕ212 - 43ϕ4 ∑
j = 1

N

B
(1)
Njφj - 43 δϕ4∑

j = 1

N

C
(2)
NjWj = 0,φN +∑

j = 1

N

C
(1)
NjWj = 0

（29）

2.2 算例

给定均布载荷 Q = 1，具体考虑由陶瓷和金属铝两种组分材料按式（8）所描述的材料性质分布规律构

成的功能梯度材料Levinson梁。材料常数分别为 Em = 70 GPa ，Ec = 380 GPa ，泊松比 v = 0.23。表 1～4给
出了长细比分别为3，5，10和20时，两端简支和一端固定、一端可移夹紧边界条件下功能梯度材料Timosh⁃
enko梁的解析解和DQ法计算出的对应的功能梯度材料Levinson梁的无量纲中点挠度随梯度指数 p 的变

化规律，表2～5中第一行是文献［5］中功能梯度材料Timoshenko梁解析解的结果（由文献［5］中式（22）在不

同的边界条件下的无量纲中点挠度计算得来，其中横向非均匀系数 c = 1
ϕ2 - 12ϕ2

1 /ϕ0
，无量纲系数

cs = (1 + ν)δ2

6κϕ0
,κ = 5/6）。
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表1 不同边界条件下功能梯度材料Levinson梁的无量纲中点挠度W × 103( )Q = 1,δ = h/l = 1/3
Tab.1 Non-dimensional central deflection of functionally graded Levinson beams under different

boundary conditions W × 103( )Q = 1,δ = h/l = 1/3

边界

条件

(S-S)

(C-C)

p

0
3.028 0a

3.028 0b

1.109 1a

1.266 4 b

0.5
4.564 6
4.552 2
1.604 5
1.798 0

1
5.875 1
5.875 1
2.025 4
2.291 1

3
8.397 0
8.547 4
2.976 6
3.619 9

5
9.258 1
9.547 0
3.424 2
4.355 0

7
9.803 7

10.164 9
3.720 1
4.818 2

10
10.442 0
10.832 8
4.037 2
5.250 5

100
14.886 7
14.965 9
5.595 9
6.582 8

1011

16.437 5
16.437 5
6.020 8
6.875 0

注：(S-S)为两端剪支，(C-C)为一端固定，一端可移夹紧。a该行为文献[5]中功能梯度材料Timoshenko梁解析解的结果，b行为

DQ法计算出的对应的功能梯度材料Levinson梁的无量纲中点挠度。

表2 不同边界条件下功能梯度材料Levinson梁的无量纲中点挠度W × 103( )Q = 1,δ = h/l = 1/5
Tab.2 Non-dimensional central deflection of functionally graded Levinson beams under different

boundary conditionsW × 103( )Q = 1,δ = h/l = 1/5

边界

条件

(S-S)

(C-C)

p

0
2.625 2a

2.625 2b

0.706 29a

0.762 93b

0.5
4.011 3
4.006 9
1.051 2
1.120 9

1
5.194 8
5.194 8
1.345 1
1.440 8

3
7.359 3
7.413 4
1.938 8
2.170 4

5
8.000 0
8.104 0
2.166 1
2.501 2

7
8.396 2
8.526 2
2.312 6
2.707 9

10
8.883 0
9.023 7
2.478 2
2.914 9

100
12.792

12.820 4
3.501 1
3.856 3

1011

14.251
14.250 83

3.834 2
4.141 7

注：a该行为文献[5]中功能梯度材料Timoshenko梁解析解的结果，b行为DQ法计算出的对应的功能梯度材料Levinson梁的无

量纲中点挠度。

表3 不同边界条件下功能梯度材料Levinson梁的无量纲中点挠度W × 103( )Q = 1,δ = h/l = 1/10
Tab.3 Non-dimensional central deflection of functionally graded Levinson beams under different

boundary conditionsW × 103( )Q = 1,δ = h/l = 1/10

边界

条件

(S-S)

(C-C)

p

0
2.455 2a

2.455 2b

0.536 36a

0.550 52b

0.5
3.777 9
3.776 8

0.817 83
0.835 24

1
4.907 8
4.907 8
1.058 1
1.082 0

3
6.921 5
6.935 0
1.501 0
1.558 9

5
7.469 2
7.495 2
1.635 4
1.719 2

7
7.802 4
7.834 9
1.718 8
1.817 7

10
8.225 3
8.260 4
1.820 4
1.929 6

100
11.908

11.915 3
2.617 3
2.706 1

1011

13.328
13.328 3
2.911 7
2.988 5

注：a该行为文献[5]中功能梯度材料Timoshenko梁解析解的结果，b行为DQ法计算出的对应的功能梯度材料Levinson梁的无

量纲中点挠度。
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表4 不同边界条件下功能梯度材料Levinson梁的无量纲中点挠度W × 103( )Q = 1,δ = h/l = 1/20
Tab.4 Dimensionless deflection parameters of functionally graded beams under different

boundary conditions f × 103 ( )Q = 1,δ = h/l = 1/20
边界

条件

(S-S)

(C-C)

p

0
2.412 7a

2.412 7b

0.493 88a

0.493 98b

0.5
3.719 6
3.719 3

0.759 48
0.763 83

1
4.836 1
4.836 1

0.986 25
0.992 28

3
6.812 0
6.815 4
1.391 6
1.406 0

5
7.336 6
7.343 0
1.502 7
1.523 7

7
7.653 9
7.662 1
1.570 4
1.595 1

10
8.060 8
8.069 6
1.656 0
1.683 3

100
11.687

11.689 0
2.396 4
2.418 6

1011

13.098
13.097 7
2.681 0
2.700 3

注：a该行为文献[5]中功能梯度材料Timoshenko梁解析解的结果，b行为DQ法计算出的对应的功能梯度材料Levinson梁的无

量纲中点挠度。

图 2描述了均布载荷 Q = 1，细长比 δ = 1/10 时，

不同梯度指数 p 下两端简支功能梯度材料 Levinson
梁的挠度曲线，结合表 1至表 4，得出以下结论：功能

梯度材料 Levinson梁的最大无量纲挠度都随着梯度

指数 p的增大而增大，当梯度指数 p≥100 时，表中挠

度的变化已经变得缓慢并逐渐趋向于一个特定的值，

这是由于当梯度指数 p = 0 或 p→∞ 时分别对应弹性

模量为 E≡Eb 和 E≡Et 的均匀材料梁，对于均布载荷

Q = 1均匀梁的无量纲挠度只与边界条件和长细比有

关，在给定的边界条件和长细比下梁的最大无量纲挠

度是定值。

图3描述了均布载荷 Q = 1，梯度指数 p = 3时，不

同细长比下一端固定、一端可移夹紧的功能梯度材料

Levinson梁的挠度曲线，结合表1~4，得出以下结论：

1）不同边界条件下，功能梯度材料Levinson梁的

无量纲挠度随着细长比 δ 的增大而增大，当细长比达

到 δ = 1/20 时，功能梯度材料 Levinson梁和对应功能

梯度Timoshenko梁的无量纲挠度几乎相同，这就说明

DQ法计算出的对应的功能梯度材料Levinson梁的弯

曲挠度是可靠的。

2）随着细长比 δ 的增大，高阶剪切变形理论下

的 Levinson梁和一阶剪切变形理论下的 Timoshenko
梁的无量纲挠度差异也增大，当细长比 δ≥1/5 时差

异开始变得明显，因此计算深梁的挠度时，一阶剪切

变形理论不够精确，需要用到高阶剪切变形理论来进

行运算。而当细长比 δ≤1/10 时，一阶和高阶剪切变

形理论下的无量纲挠度差异较小，到长细比 δ = 1/20
时，这两种理论下的挠度曲线基本重合。

无量纲

图2 不同梯度指数下功能梯度Levinson悬臂梁的无量纲
挠度曲线W×103( )Q = 1,δ = h/l = 1/10

Fig.2 Dimensionless deflection curves of cantilever FGM

Levinson beams for different values of the power law

index W×103( )Q = 1,δ = h/l = 1/10

无量纲

图3 不同细长比下两端简支功能梯度Levinson梁无量纲

挠度曲线W×103( )Q = 1,p = 3
Fig.3 Dimensionless deflection of S-S FGM Levinson

beams for different slenderness ratio W×103( )Q = 1,p = 3
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3 结论

基于高阶剪切变形理论，采用微分求积法（DQM）研究了功能梯度Levinson梁的弯曲问题，得出了以下结论：

1）功能梯度材料Levinson梁的最大无量纲挠度都随着梯度指数 p的增大而增大，当梯度指数 p≥100
时，表中挠度的变化已经变得缓慢并逐渐趋向于一个特定的值。

2）功能梯度材料Levinson梁的无量纲挠度随着细长比 δ 的增大而增大，当细长比达到 δ = 1/20 时，功

能梯度材料Levinson梁和对应功能梯度Timoshenko梁的无量纲挠度几乎相同。

3）随着细长比 δ 的增大而增大，高阶剪切变形理论下的Levinson梁和一阶剪切变形理论下的Timosh⁃
enko梁的无量纲挠度差异也增大，当细长比 δ≥1/5时差异开始变得明显，因此计算深梁的挠度时，一阶剪

切变形理论不够精确，需要用到高阶剪切变形理论来进行运算。
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Static Bending Solutions of Functionally Graded Material Levinson

Beams Based on Differential Quadrature Method

Zhang Jinghua 1, Wei Junyang 2

(1.School of Civil Science and Engineering, Yangzhou University, Yangzhou 225127, China; 2. China Shipbuilding NDRI
Engineering Co., Ltd., Shanghai 200063, China)

Abstract: Based on the higher- order shear deformation theory, this paper gets static bending solutions of FGM
Levinson beams by differential quadrature method and then compares those with the Timoshenko beams bending so⁃
lutions. The non-dimensional governing equations of FGM beams are derived by considering the material properties
which vary continuously in the thickness direction based on power law exponent, and the non-dimensional deflection
of three common boundary conditions are derived by considering the material properties varying with the power law
exponent in the thickness direction while the slenderness ratio is ten. The non- dimensional deflections of FGM
Levinson beams for the different boundary conditions are also illustrated at varied slenderness ratio.
Key words: functionally graded material beams; Levinson beams; Timoshenko beams; bending solutions; differen⁃
tial quadrature method
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