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亲和数的数值算法和数量估计
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（武汉大学水利水电学院，湖北 武汉 430072）
摘要：总结了搜寻亲和数的分解算法和递推算法，计算出1 000亿内的亲和数3 261对，根据数值结果给出了在一定范围内亲

和数的数量估计式，得出1018内的亲和数约为百万对。
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一个正整数 z的所有因数之和，包括1和该数本身，记为 σ(z)。亲和数为不包含本身的其它所有因数之

和等于另一个数的一对数，即对于数 p，q，如果 σ(p) - p = q，σ(q) - q = p，或者 σ(p) = p + q =σ(q)，则 p，q为

一对亲和数。如果 p = q ，则称为完全数［1］。最小的一对亲和数为220和284，是由古希腊的毕达哥拉斯学

派提出的［2］，后来直到1636年，法国数学家费马给出第二对亲和数17 296和18 416，而数学家欧拉曾找出

59对新的亲和数。在计算机出现后，人们加快了亲和数的寻找。文献［3］计算出90亿以下的亲和数1 360
对，文献［4］和文献［5］又找到了更大一些的亲和数。另外，也有学者提出了判别一些特定的数不构成亲和

数对［6］，或寻找一些特别的亲和数对［7-8］的理论公式，但离完全解决亲和数问题尚有距离。在总结亲和数的

基本定理基础上，采用数值方法计算了1 000亿内的亲和数，并根据数值计算结果，给出了一定范围内亲和

数的数量估计方法。

1 亲和数的基本定理

对任一个正整数 z ，因数分解后可以表达为以下的形式

z = ambn⋯cl （1）
其中：a，b，c为素数；m，n，l为大于或等于1的正整数。

1.1 素数幂的全因数和

对于素数 a，因数只有1和它本身，因此全部因子和为 σ(a) = 1 + a，因此素数不可能构成亲和数对。如

果某数分解为m个 a 的乘积，其中 a 为素数，可以通过组合得到所有的因数。任选出其中的一个，因数为

a，任选出其中的两个，因数为 a2 ，以此类推，因此，包括因数1和该数本身 am ，所有的因数之和为

σ(am) = 1 + a + a2 +⋯+ am = am + 1 - 1
a - 1 （2）

该 式 退 化 形 式 对 于 素 数 同 样 成 立 ，此 时 退 化 为 m=1，σ(a) = 1 + a 。 特 殊 地 ，当 a = 2 时 ，

σ(2m) = 2m + 1 - 1 = 2∙2m - 1，对小的素数可通过查表方法加速计算。

该表达式在计算机求解时，有m次乘法和 1次除法，如果先完成乘法，就是求出一个大数再除以一个

数，大数可能超界，限制了使用范围。如果直接用迭代法计算，则没有此顾虑。迭代格式为
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σ(am) = am + am - 1 +⋯+1 = aσ(am - 1) + 1 （3）
考虑到不需计算m=0的情况，于是可用代码表示为：int s=a+1；while（--m）s=a*s+1；这样对于素数，不

需要进入循环增加一次乘法。

1.2 多因数的全因数和

先考虑素数分解后，只有两个互相独立的素数：z = a∙b，此时的因子有1，a，b，a∙b，全部因数和为

σ(z) =σ(ab) = 1 + a + b + a∙b =(1 + a)∙(1 + b) =σ(a)σ(b) （4）
其实，只要是独立的两个因子，都可以表示为以上的形式。设 z = x∙y ，x和 y 为互相独立的两个数，不

管是素数还是合数，即它们的因数没有重合的部分。于是，考虑组合的情况，只有 x 部分的组合为全因数

和减去1，为 σ(x) - 1；只有 y 部分的组合为 σ(y) - 1，考虑两者的相互组合为 [σ(x) - 1][σ(y) - 1] ，于是总的全

因数和为
σ(z) =σ(x∙y) = 1 +[σ(x) - 1]+[σ(y) - 1]+[σ(x) - 1][σ(y) - 1]=
1 +σ(x) +σ(y) - 2 +σ(x)σ(y) -σ(x) -σ(y) + 1 =σ(x)σ(y) （5）

因此，可以逐次分解直到求最后的素数幂的全因数和。例如3个素数的乘积：z = a∙b∙c，用组合方法可

知所有因子为：1，a，b，c，a∙b，b∙c，a∙c，a∙b∙c，用逐步分解的方法也同样得到全因数和

σ(a∙b∙c) =σ(a∙b)σ(c) =σ(a)σ(b)σ(c) =(1 + a)(1 + b)(1 + c) （6）
这样，分解素因子后，求全因数和比较简单，比直接组合的方式要简便很多。

2 判断亲和数的分解算法

由以上亲和数的基本定理，可得到判断亲和数的主要步骤为

1）分解某数的素因子，并统计出每个素因子的个数，即得到每个素因子的幂次。

2）通过公式求出该数的全因数和，再减去本身，就得到可能的亲和数对的另一个数。

3）对另一个数同样进行计算，如果重新得到原来的数，则构成亲和数对，否则重新搜索。

其中较为困难的部分为分解素因数，考虑采用简单的方法。先准备素数表，如果搜索范围到n，则素数

表的范围只需到 n 即可。然后从小到大依次测试素因数，如果测试出一个素因子，就记录下来，然后原数

除以该因子，剩余的部分再继续判断素因子。在计算时，对小的素因子只要能够整除，就一直提取到没有

该素因子为止，这样剩余部分就不用从素数表的开头进行判断，而是直接往后判断是否有更大的素因子，

提高计算效率。

以下用代码表示素因子的提取过程，假设素数表用数组 reserve［］表示，某数的独立的素因子用数组

childs［］保存，对应的素因子的阶次用数组 rank［］表示，代码如下：
int j = 0； // 质数表的当前判断位置

int nfactors = 0； // 独立的素因子个数

int prime = reserve［0］；
int limit =（int）sqrt（（double）number）+ 1； // 检测范围的上限

while（prime < limit）｛ // 只需要检测到 n

if（number % prime == 0）｛
childs［nfactors］= prime； // 记录该素因子

rank［nfactors］= 1； // 该素因子的阶次至少为1
number /= prime；
while（number % prime == 0）｛ // 检测重复的素因子

rank［nfactors］+= 1； // 增加该素因子的阶次

number /= prime；
｝
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++nfactors； // 相异的素因子个数增加

limit =（int）sqrt（（double）number）+ 1； // 减小检测上限

｝

prime = reserve［++j］； //在素数表中取出下一个更大的素数

｝

分解算法中，主要的计算量为素因子分解。在从某数得到可能的另一个亲和数时，如果更小，则显然

已搜索过，为避免重复计算和记录，就直接跳过，减少了计算量。

现在主要估算分解过程所需的计算量。由以上素因子分解算法，分解正数数 x 的素因子最多需对该

范围内的 ρ x 个素数依次进行求余测试，因此对该范围内所有正整数的素因子分解的测试总数为

C(x) = ρ( )1 + 2 + 3 +⋯+ x ≈ ρæ
è

ö
ø

23 x x + 12 x - 524 ≈ 2ρ
3 x x （7）

式中：C(x)为总的求余次数；ρ为该范围内的平均素数密度。

3 判断亲和数的递推算法

在小范围搜索时，上述的分解算法并不是最快的。因为要用除法来分解出素因子，也要用乘法来求出

全因数和。其实，可以从因数的原始定义出发，可以将乘除法计算变换为加法计算。因为一个数的所有倍

数对应的数都有该数为因子，因此将该因子计入因数和，逐步累加多个因子就可得到所有因数和。算法就

转换为找出具有某因数的所有数的位置，然后不断累加因数就可以了。

开辟一个连续的数组来表示某数的真因数和，即全因数和减去某数本身。首先1是所有数的因数，故

所有数都计入该因数，初始化为1。然后从2开始的每一个可能的真因数，在它的倍数位置加上该数，而不

是它倍数的位置就不用累加该数，那么在循环结束之后，就得到该位置对应数的真因数和，其中为1的就是

素数，因为没有除1以外的小于它的任一因数。然后再对数组只需要一次遍历就可以轻松找到该范围内所

有的亲和数了。假设数组为 sum［］，长度为 len，初始的位置为 ini，列出求真因数和的代码如下：
for（i = 0；i < len；i++） sum［i］= 1；//1是所有数的真因数，所以全部置1
int maxfac =（ini + len）/ 2； //最大的真因数不超过它的一半

for（i = 2；i < maxfac；i++）｛ //从2开始直到所有可能的真因数

int m = ini / i；
if（m <= 1）j = i + i - ini； //在数组区段内，跳过本身所在位置

else j = i -（ini - m*i）； //在数组区段前，计算在该区段的起始位置

while（j < len）｛
sum［j］+= i； //将所有 i的倍数的位置上加 i

j += i； //下一个倍数位置

｝

｝

然后扫描一遍数组，只要某数的真因数和在该区段内就可判断了，代码如下：

for（i = 0；i < len；i++）｛ //扫描，O（N）

int num1 = ini + i； //实际的某数

int num2 = sum［i］； //该数的真因数和

int pos = num2 - ini； //反查询的位置

if（pos<0 || pos >=len）continue； // 越界不考虑

if（num1< num2 && sum［pos］== num1） //去重，满足亲和

printf（“%d，%d\n”，num1，num2）；
｝
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可以看到，因为问题的特殊性，方便和巧妙地利用了下标作为伴随数组，用数组空间来节约计算时

间。同时将回溯的思想转换成递推的思想，分解算法的乘除操作大部分转化为累加操作，因此加快了计算

速度。

递推算法中的主要计算量为求真因数和的累加过程，如对于因数1，累加次数为 x，对于因数2，累加次

数为x/2，以此类推，总的累加次数为：

D(x) = x(1 + 12 + 13 +⋯+ 1
x 2 )≈ x[ln(x/2 + 1)+ r]≈ x(ln x - 0.116) （8）

式中：D(x) 为正整数 x范围内总的求和次数，r 为调和级数的欧拉常数项，约为0.577 2。
与前面比较，分解算法的主要计算量为 O(x x ) 次求余，而递推算法的主要计算量为 O(x ln x) 次求和，

故效率大大提高。遗憾的是，由于不能将很大范围内的所有正整数的真因数和同时保存在内存中，只能保

存有限区段内的真因数和，故该算法并不能在大范围搜索时达到理想状态。

实际计算中，如果范围超过划定的区段容量，则可将得到的真因数和保留到一个缓冲数组中，这样超

出区段的数同样可以查询判断是否是亲和数。缓冲区越大，能够增加的搜索范围越大，一般能增加十倍范

围以上。但范围更大时，暂时不能判断是否亲和的数将溢出缓冲区，这时就必须结合分解算法，将缓冲区

清空一部分，再进行下一个区段的搜索。

判断亲和数的递推算法在小范围搜索时十分有效，但在搜索空间扩大后，效率下降，此时反而是采用

分解算法更有效了，两者效率相当时的搜索范围与使用的内存空间大小和具体的算法有关，必须通过实际

的数值实验才能确定。

4 大整数的定义方法

为表示较大的数据范围，需要采用64位二进制整数。在VC++中，int是4字节整数，而__int64（前面为

2个下横线）是8字节整数。如果是较新的版本，符合C99标准的话，也可以用 long long来表示8字节整数。

为便于使用，可以用条件定义语句：typedef __int64 xint；于是用重定义类型 xint来表示 64位二进制整数。

输入采用 scanf（“%I64d”，&n）来读入一个数，输出用printf（“%I64d”，n），如果是64位无符号整数，格式字

符串为%I64u。如果要表示更大的整数范围，C/C++编译器不能直接支持，必须用自定义的方法来处理。

在编译为32位程序还是64位程序时，以上的数据定义格式都不用变化，只有表示地址的指针大小会

自动更改。32位程序中，指针用4字节表示，而在64位程序中，指针用8字节表示。由于在64位系统中运

行64位程序更快，并且可以分配更大的内存，这时只需要选择目标运行平台为 x64即可。如在 vs2008中，

建立项目后，用快捷建“alt+f7”配置项目属性，在对话框中点击“配置管理器”，在弹出对话框中“活动解决方

案平台”栏下选择“<新建…>”，再选择x64平台即可。但在一些精简版本的编译器中可能没有该选项，使用

时要注意。

5 亲和数的分布估计

亲和数是较为稀少的，但现在还不能确定亲和数对的数量是否有限。在搜寻出的亲和数对中，均同为

偶数或奇数，还没有一奇一偶的情况，但这是否是普遍规律，还未见证明［2］。使用较为快速的递推算法，已

计算得到1 000亿内的所有亲和数对，数量统计如表1所示。
表1 1 000亿内亲和数的数目统计

Tab. 1 Statistics of amicable numbers within one hundred billion

搜寻范围

亲和数对

增长比率

100万
40
\

1 000万
100
2.50

1亿
231
2.31

10亿
564
2.44

100亿
1 391
2.47

1 000亿
3 261
2.34
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从计算结果可以看出，亲和数的分布有较好的规律性，在搜索范围增加为原来的10倍时，亲和数对的

数量为原来的2倍多，随着范围增大，亲和数越稀少，搜索也越困难。假设增长比率为a，按a=2.3计算，以

1亿为计算起点，则100亿亿（1018）内的亲和数对估计为231×2.310=956 952；以100亿为计算起点，则估计为

1 391×2.38=1 089 305，差别不大，估计为100万对左右。在该搜索范围内平均万亿个数才能找到一对亲和

数，可用“沙里淘金”来形容寻找难度。归纳得到在正整数 x内亲和数的数量为：

n(x) = n(x0)a
log x

x0 （9）
式中：n(x)为正整数 x范围内的亲和数对的数目；x0 为已知亲和数对的正整数范围；a为增长比例，从当前

成果看似乎应介于2和3之间，其是否随范围增大会趋于一个定值，还需要更多的计算支持或从理论上加

以证明。

另外，采用分解算法，寻找到 1万亿以上的 5对亲和数：（1 000 452 085 744，1 023 608 366 096），

（1 000 539 285 525，1 015 331 690 475），（1 000 607 505 404，1 147 934 333 956），（1 001 352 481 250，
1 117 674 392 350），（1 001 583 011 750，1 019 368 284 250），可见在该范围内，平均约搜索 3亿个数才

发现一对亲和数。

6 结语

亲和数是数学中的有趣问题，本文给出了搜寻亲和数的分解算法和递推算法，并得到1 000亿内的所

有亲和数。分析计算结果得出，亲和数随范围增大愈加稀疏，相邻亲和数对之间相距越来越远，估计1018内

的亲和数约100万对。
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Numeric Algorithm and Magnitude Estimation of Amicable Numbers

Xu Mingyi
(School of Water Resources and Hydropower Engineering, Wuhan University, Wuhan 430072, China)

Abstract: This paper proposes the decomposition algorithm and recursive algorithm to search amicable numbers. 3
261 pairs of amicable numbers are searched out within 100 billion. The numerical estimated expression of amica⁃
ble numbers in a certain range is obtained according to numeric results. There are approximately one million ami⁃
cable numbers in 1018 range.
Key words: number theory; prime factor; amicable number
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