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无网格对称粒子法中两类热边界条件的处理
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摘要：第二、三类边界条件对无网格对称粒子法求解瞬态热传导问题的计算精度和稳定性有重要影响。提出一种有效的方

法来处理这两类边界条件。该方法采用统一表达式描述两类边界条件，并将边界粒子分为光滑域内的边界粒子和非光滑域

的边界粒子。对于前者，在温度导数的对称粒子近似中引入边界条件方程，精确地施加边界条件；对于后者，根据其相邻粒

子的温度导数，采用具有一阶连续性的粒子近似，计算出其温度导数。应用该方法计算了一个数值算例。计算结果与解析

解和有限元法的计算结果符合良好，且计算误差随时间呈下降趋势，说明该方法具有良好的精度和稳定性。
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热传导问题［1-2］普遍存在于机械、材料、土木等研究领域。由于实际热传导问题的复杂性，人们往往需

要借助数值方法进行研究。常用的数值方法是基于网格的方法，如有限元法［1］、有限体积法［2］。无网格法

发展较晚，目前在热传导问题中也得到了一定的应用［3-8］。相对于基于网格的方法，无网格法显示出一些优

势。它不涉及网格，可以避免网格畸变，且无需复杂和耗时的网格划分等步骤。但是，多数无网格法需要

复杂的数值积分和形函数计算，计算量大、效率低。无网格法中的粒子法，如光滑粒子法（SPH），以带有质

量、密度等物理量的粒子模拟物体，并用配点法离散控制微分方程，无需数值积分，具有概念简单、程序实

现容易、计算效率较高等优点。近年来，一些研究者［9-10］探讨了此类方法在热传导问题中的应用。由于无

网格粒子法是配点型无网格法，该类方法对边界特别是导数边界的处理很敏感。因此，边界条件的处理是

关于此类方法研究的一个热点［11］。在热传导问题中，第二、三类边界条件都是导数边界条件，其处理对于

保证无网格粒子法的精度和稳定性具有重要意义。

1 无网格对称粒子法的基本方程

在求解瞬态热传导问题时，无网格对称粒子法采用一组粒子离散问题域。每个粒子携带密度 ρ，质量

m和温度 T 等物理量。物理量的导数通过对称粒子近似进行计算。为了得到某一物理量 f 的一阶导数的

对称粒子近似，对于任意粒子 i，在其邻域内定义如下误差项

e =∑
j = 1

N

Wij( )f ̂ ji - fji 2
Vj （1）

式中： f ̂ ji = ∂f
∂xi

xji + ∂f
∂yi

yji + ∂f
∂zi zji ；xji = xj - xi ；yji = yj - yi ；zji = zj - zi ；x，y，z 为坐标分量； fji = fj - fi ；
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Vj =mj ρj ；N 为粒子 i的邻域内的粒子数；W 为权函数。采用三次样条权函数

W(d,h) = 3
2πh3 ×
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2 3 - ξ2 + ξ3 2, 0 ≤ ξ＜1
( )2 - ξ 3 6, 1 ≤ ξ < 2
0, ξ≥2

（2）

式中：ξ = d h ；d 为粒子间的距离；h 为影响域半径。令式（1）定义的误差最小化并求解得到的线性方程

组，即给出
∂f
∂xi

，
∂f
∂yi

和
∂f
∂zi 的对称粒子近似式为

∂f
∂xi

=∑
j = 1

N

fji
∂W͂ij

∂x Vj ，
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利用式（3）对瞬态热传导问题的控制方程离散，得到无网格对称粒子法的基本方程为

dTidt = 1
ρici
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∂x Vj,qy
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∂y Vj,qz
i =λz∑

j = 1

N

Tji

∂W͂ij

∂z Vj （6）
式中：t 为时间，c为比热，λx 、λy 和 λz 为3个坐标方向的导热系数，Q̄为热源强度。本文考虑各个方向的

导热系数相同，即 λx =λy =λz =λ。

2 边界条件处理

热传导问题涉及3类边界条件：第一类为给定边界上的温度值，第二类为给定边界上的热流密度分布，

第三类为给定边界上物体与周围介质间的对流换热系数及介质温度。3类边界条件分别表述如下
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Ts = T̄ ( )x,y,z, t
λ∂T∂n = q̄( )x,y,z, t
λ∂T∂n =α( )Ta - Ts

（7）

式中：Ts 为物体边界面上的温度，T̄ 为给定的边界面上的温度分布函数；n为物体边界面的外法向量，q̄为

给定的边界面上的热流密度分布函数；α为对流换热系数，Ta 为周围介质的温度。

对于第一类边界条件，无网格对称粒子法可以直接施加，即在每一时间步内将要满足此种边界条件的

粒子赋予指定的温度值。第二类和第三类边界条件都包含导数，其处理相对比较困难。将这2种边界条件

写为如下统一形式

∂T∂x cos θx + ∂T∂y cos θy + ∂T∂z cos θz = κ （8）
式中：cos θx ，cos θy 和 cos θz 为边界面外法向量的方向余弦。
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κ = ìí
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q̄( )x,y,z, t λ，第二类边界条件

α( )Ta - Ts λ，第三类边界条件
（9）

式（8）需要计算边界面外法向量的方向余弦，而

外法向量在不光滑的边界位置（如图 1所示）无法确

定。因此，为了避免计算困难，本文将满足第二类和

第三类边界条件的粒子分为两类：光滑域内的边界粒

子为 I类边界粒子，非光滑域的边界粒子为 II类边界

粒子。

对于 I类边界粒子，根据边界条件方程式（8）易得

∂T∂xi

= A∂T∂yi

+B∂T∂zi +C （10）
式中：A=-cosθyi/cosθxi，B=-cosθzi/cosθxi，C=κ/cosθxi。利

用上式可将两粒子处的温度差近似表示为

T̂ji = ∂T∂yi

( )Axji + yji + ∂T∂zi ( )Bxji + zji +Cxji （11）
再将上式代入误差定义式（1）并令其最小化，求解得到
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最后将 ∂T∂yi

和 ∂T∂zi 代入式（10），即可计算得到 ∂T∂xi

。根据上述过程求得的边界粒子的温度导数是精确

满足边界条件的。值得指出的是，为了保证数值计算的稳定性，避免式（10）出现分母为0的情况，应选择将

方向余弦绝对值最大的方向的温度导数用其余两个方向的温度导数表示出来。

对于 II类边界粒子，先根据式（3）和式（10）、（12）分别计算完内部粒子和 I类边界粒子的温度导数，再

根据已计算出的粒子温度导数，通过具有一阶连续性的粒子近似计算得到其温度导数，计算表达式为

∂T∂xi

=∑
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Vj ，
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式中

Ŵij =Wij( )M( )1,1 +M( )1,2 xji +M( )1,3 yji +M( )1,4 zji （15）
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图1 边界粒子的分类

Fig. 1 Classification of boundary particles

I类边界粒子

II类边界粒子
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3 数值算例

下面通过一个数值算例来验证上节提出的边界处理算法的有效性。算例考虑边长为 a =2的立方形物

体在两种不同边界条件下的温度场变化。计算时采用无量纲化参数，物体的相关热物理参数为密度 ρ = 1；
比热 c = 1；导热系数 λx =λy =λz = 1；物体的初始温度为 1；热源强度 Q̄ = 0 。求解区域的原点设在其中心

处，采用均匀分布的粒子对其离散；粒子间距为0.05，粒子总数为68 921；粒子的影响域半径为1.5倍粒子间

距。模拟总时间设为0.2，计算时间步长取为0.001。
首先考虑在立方体表面作用第三类边界条件，即立方体的外表面与周围介质对流换热，设对流换热系

数为 α = 1，周围介质温度为 Ta = 0 。在此边界条件下，可以获得该问题的解析解［12］，从而便于检验算法的

正确性和精度。图 2给出了 3个特征点 A、B、C 的温度变化历程，这 3个点的坐标分别为（0，0，0）、（0.5，
0.5，0.5）和（1.0，1.0，1.0）。可见，无网格对称粒子法计算的特征点温度与解析解在整个模拟时间段内都能

良好地吻合。图3为时间 t =0.2时立方体上表面（ z =1.0）的温度等值线图。无网格对称粒子法计算的温度

分布与解析解基本一致。

图4给出了无网格对称粒子法的计算结果与解析

解的总体相对误差Re1和单个点最大相对误差Re2随

时间的变化。两误差的定义分别为

ü

ý

þ

ï
ï
ï
ï

Re1 = ∑
i = 1

n

[ ]Tp(xi) - T f (xi) 2 ∑
i = 1

n

[ ]T f (xi) 2

Re2 = max
i { }|||

| ( )Tp(xi) - T f (xi) T f (xi)
（17）

式中：Tp(xi) 和 T f (xi) 为分别为根据粒子法和解析解计

算的粒子点 xi 处的温度值，n 为粒子数。由图 4可

见，总体相对误差始终小于1%，且随模拟时间的增加

而减少；单个点的最大相对误差在开始时为 8.4%，随

后也呈递减趋势。以上结果说明了本文方法对于第

三类边界条件具有良好的精度和稳定性。

下面考虑在立方体表面作用第二类边界条件的

情况。设立方体各表面上都有均匀的热量输入，热流密度的大小为 q̄ = 1。在此边界条件下，难以得到解析

图2 第三类边界条件下3个特征点的温度变化

Fig. 2 Temperature histories of three representative

points for boundary conditions of the third kind

图3 t =0.2时上表面（z =1.0）的温度分布对比

Fig. 3 Comparison of temperature distributions of

the top surface（z=1.0）at t =0.2

图4 第三类边界条件下的总体相对误差和

单个节点最大相对误差

Fig. 4 Relative error of the whole region and the

maximum relative error at single points for boundary

conditions of the third kind
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解。为了验证边界处理算法的有效性，建立单元尺寸与粒子间距相同的有限元模型，以有限元法的求解结

果作为参考依据，将无网格对称粒子法的结果与其对比。图5给出了与前述位置相同的3个特征点的温度

变化历程。两种方法的计算结果在整个模拟时间段内也都符合良好。图6为两种方法计算结果的总体相

对误差和单个节点最大相对误差的变化曲线。两种误差均随模拟时间的增加而减少，总体相对误差的最

大值仅为0.6%，单个节点最大相对误差的最大值约为6%。以上结果可以说明本文方法对于第二类边界条

件也是可行和准确的。

4 结论

研究了无网格对称粒子法求解瞬态热传导问题时第二类和第三类边界条件的处理，提出了一种统一

的方法施加这两类边界条件。数值计算的结果表明该方法是十分有效的，能使无网格对称粒子法准确、稳

定地求解具有第二类和第三类边界条件的瞬态热传导问题。同时，该方法无需添加辅助节点或在边界附

近进行节点加密等，实施过程较简单，可以为无网格对称粒子法模拟复杂热边界条件提供了一种有效的途

径，促进其在解决实际工程问题中的应用。
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Treatment of Two Kinds of Thermal Boundary Conditions

in Meshless Symmetric Particle Method

Xiao Yihua,Zhang Haofeng,Ping Xuecheng
(School of Mechatronics Engineering, East China Jiaotong University, Nanchang 330013, China)

Abstract: Boundary conditions of the second and the third kind have important effects on the accuracy and stabili⁃
ty of meshless symmetric particle method for the solution of transient heat conduction. An effective method is pre⁃
sented in this paper to treat boundary conditions of both kinds. Two kinds of boundary conditions are expressed in
a uniform form, and boundary particles are divided into two categories, the particles in smooth boundary regions
and particles in non-smooth boundary regions. For the former, boundary conditions are enforced exactly by consid⁃
ering the equations of boundary conditions as constraints in the symmetric particle approximation of derivatives of
temperature. For the later, their derivatives of temperature are approximated with a particle approximation of first-
order consistency based on the derivatives of temperature of neighboring particles. The numerical results calculat⁃
ed by a numerical example are in good agreement with analytical solutions and results obtained from the finite ele⁃
ment method, which proves that the proposed method is accurate and stable.
Key words: transient heat conduction; boundary treatment; meshless symmetric particle method
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