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偶图符号控制数的下界
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摘要：设 G =(V,E) 是一个图，一个实值函数 f ：V→ { }-1,+1 满足∑

v ∈N[u]
f (v) ≥ 1对一切 u ∈V(G) 都成立，则称 f 为图 G 的一个符

号控制函数。图 G 的符号控制数定义为 γs(G) = min {∑
v ∈ V(G)

f (v)| f 为图 G 的符号控制函数 }。研究了偶图的符号控制问题，主要

给出了偶图符号控制数的两个下界。
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1 引言及定义

本文所指的图均为无向简单图，文中未说明的符号和术语同于文献［1-2］。
设 G 为一个图，用 V(G) 和 E(G) 分别表示 G 的顶点集和边集。对于任意顶点 v ∈ V(G) ，定义 v 的邻域

N(v) =｛u|uv ∈ E(G)｝，闭邻域 N[v] =N(v)⋃{v}。 dG(v) = ||N(v) 为 v 点在 G 中的度，并且 Δ=Δ(G)和 δ = δ(G)分别

表示图 G 的最大度和最小度。若 A和 B为 V(G)的两个不交子集，则

E(A,B) ={ }uv ∈E(G)|u ∈ A,v ∈B
图的控制理论是图论中的重要课题，近些年来，图的控制概念有了许多新的变化，Cockayne E J等人［3］

在符号控制的基础上，引入了多种控制概念和控制参数，这在一定程度上改变了人们对控制理论的认识。

自从文献［4］中引入了图的符号边控制以来，各式各样的边控制概念和控制参数相继产生，使得控制理论

在内容上不断丰富和完善，文献［5］中综述了近年来的主要研究成果。在文献［6-8］中，我们探讨了符号边

控制的一些下界，并研究了偶图的符号边控制数。在本文中，将探讨偶图的符号控制数的下界。

为了方便，若 S⊆ V(G)，f：V→R为一个实值函数，则记

f (S) =∑
v ∈ S

f (v)
下面给出关于图的符号控制的定义。

定义 1
[3] 设 G =(V,E) 是一个图，一个实值函数 f ：V→ { }-1, +1 满足 f (N[u])≥ 1对一切 u ∈ V(G) 都成

立，则称 f 为图 G 的一个符号控制函数。图 G 的符号控制数定义为

γs(G) = min { f (V)| f 为图 G 的符号控制函数 }
且称满足 γs(G) = f (V)的符号控制函数为 G 的一个最小符号控制函数。
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2 主要结果及证明

本文主要给出偶图的符号控制数的两个下界，它们分别依赖于图的最大度和最小度。

定理1 对于任意 n阶偶图 G ，若 Δ=Δ(G)表示图 G 的最大度，则有

γs(G)≥ 4 -Δ4 +Δ n

证明 记 G =(V,E)，并且 V = V1 ⋃ V2 为偶图 G 的 2 -部顶点划分，其中 ||Vi = ni (1 ≤ i≤2)，n1 + n2 = n。

设 f 为图 G 的一个最小符号控制函数，即有

γs(G) = f (V)
令 A ={ }v ∈ V | f (v) = +1 ，B ={ }v ∈ V | f (v) = -1 ， || A = s， ||B = n - s，显然有 γs(G) = f (V) = || A - ||B = 2s - n。

记 A1 = A⋂ V1 ，A2 = A⋂ V2 ，B1 =B⋂ V1 ，B2 =B⋂ V2 。可见，V1 = A1 ⋃B1 ，V2 = A2 ⋃B2 ，并且 A = A1 ⋃ A2 ，

B =B1 ⋃B2 。

对于每个 v ∈B1 ，由定义知 f (N[v])≥ 1，故 v点至少与 A中的两个点相邻，又因为 G 为偶图，即 v点与 A1
中的点均不相邻，从而知 v 点至少与 A2 中的两个点相邻，故 B1 与 A2 之间的边数 ||E(B1,A2) ≥ 2 ||B1 。同理，

B2 与 A1 之间的边数 ||E(B2,A1) ≥ 2 ||B2 。

故 A2 中至少有一个点 u，使得 u点邻接 B1 中的点数不少于
2 ||B1

|| A1
。由于 f (N[u])≥ 1，且 A2 ⊆ V2 为点独

立集，故 u点邻接 A1 中的点数也不少于
2 ||B1

|| A1
。

即有 d(u)≥ 4 ||B1
|| A1
，从而有 Δ≥ 4 ||B1

|| A1
，同理也有 Δ≥ 4 ||B2

|| A2
，即 s = || A1 + || A2 ≥ 4( ||B1 + ||B2 )

Δ = 4(n - s)
Δ 。因

此，s≥ 4nΔ+ 4 ，故 γs(G) = 2s - n≥ 4-Δ4 +Δ n。至此定理1证毕。

定理2 对于任意 n阶偶图 G ，若 δ = δ(G)表示图 G 的最小度，则有

γs(G)≥ (δ + 2)2 + 4n(δ + 2) -(n + δ + 2)
证明 记偶图 G =(V1 ⋃ V2,E)，其中 V = V1 ⋃ V2 为偶图的二部点集划分。设 f 为图 G 的一个最小符号控

制函数，即有 γs(G) = f (V) 。与定理 1 证明同样地，令 A ={ }v ∈ V | f (v) = +1 ，B ={ }v ∈ V | f (v) = -1 ， || A = s ，
||B = n - s ，显然有 γs(G) = f (V) = || A - ||B = 2s - n 。记 A1 = A⋂ V1 ，A2 = A⋂ V2 ，B1 =B⋂ V1 ，B2 =B⋂ V2 。可

见，V1 = A1 ⋃B1 ，V2 = A2 ⋃B2 ，并且 A = A1 ⋃ A2 ，B =B1 ⋃B2 。

对于对于每个 v ∈B1 ，由定义知 f (N[v])≥ 1，注意到 G 为偶图，故 v 点至少与 A2 中 é
ê
ù
ú
δ2 + 1个点相邻，即

有 ||E(B1,A2) ≥ ||B2 (éê ù
ú
δ2 + 1)≥ ||B2 (δ + 2)

2 。从而 A2 中存在一点 u ∈ A2 ，使得 u 点与 B1 中至少
||B2 (δ + 2)
2 || A2

个点

相邻。又由定义知 f (N[u])≥ 1 ，故 u 点与 A1 中至少
||B2 (δ + 2)
2 || A2

个点相邻，即有 || A1 ≥ ||B2 (δ + 2)
2 || A2

，从而

2 || A1 ∙ || A2 ≥ ||B2 (δ + 2)，完全类似地也可得到 2 || A1 ∙ || A2 ≥ ||B1 (δ + 2)。将两式相加得

4 || A1 ∙ || A2 ≥( ||B1 + ||B2 )(δ + 2)=(n - || A1 - || A2 )(δ + 2)
注意到

s = || A = || A1 + || A2 ，故 s2 ≥ 4 || A1 ∙ || A2 ≥(n - s)(δ + 2)
导出

s≥ 12 (-δ - 2 + (δ + 2)2 + 4n(δ + 2))
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因此，γs(G) = 2s - n≥ (δ + 2)2 + 4n(δ + 2) -(n + δ + 2)。
至此，定理2证毕。
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The Lower Bounds of Signed Domination Numbers in Bipartite Graphs

Xu Baogen
(School of Science, East China Jiaotong University, Nanchang 330013, China)

Abstract: Let G =(V,E) be a graph, a real function f:V→ { }-1,+1 is said to be a signed dominating function
(SDF) of Gif ∑

v ∈N[u]
f (v) ≥ 1 holds for every vertex u ∈ V(G) , the signed domination number γf (G) of G is defined as

γs(G) =min{∑
v ∈ V

f (v)| f is a SDF of G}. This paper discusses some questions on the signed domination of graphs and
obtains mainly two lower bounds of the signed domination numbers for bipartite graphs.
Key words: bipartite graph; signed dominating function; signed domination number
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