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摘要：研究一类并联非耦合双稳振子阵列信号处理中输入的加性噪声及彼此独立的阵列各子系统内部乘性噪声驱动下的随机

共振现象。通过数值模拟，证明了当阵列数目增加到一定数目时，系统的乘性阵列噪声将使得信噪比增益大于 1，而且阵列数目

越大，信噪比增益区间越大。 通过对该系统的极限均值函数和稳态相关函数的数值模拟，证明了阵列乘性噪声诱导的任意两个

独立的双稳振子的统计行为能直接反映该系统中信噪比增益特性。 研究结果不仅将拓展非线性动力学系统阵列信号处理理

论，也将为噪声诱导复杂系统及复杂网络中随机动力学行为研究提供一种新的思路。
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随机共振(stochastic resonance，SR)的概念最初于关于地球冰期回归的研究中提出[1-2]。 几十年来，随机共

振现象引起了包括物理学、生物学、神经科学和信号处理等学科领域研究者的广泛关注。 人们一般采用信噪

比来分析随机共振现象。 信噪比增益大于 1 的区域是当前复杂系统随机动力学研究及相关应用方面的热点

研究课题[3-7]。 对于线性系统，一般信噪比的增益为 1。 在不适用线性响应理论的体系，已有的研究表明信噪比

增益大于 1 的情况是存在的，比如，阈值比较器或传感器组成的并联阵列以及一些非线性动力学系统已观

察到阵列随机共振现象。
大多数之前的阵列随机共振研究包含特定的非线性，通过将非线性系统组合成阵列，调整噪声和信号

幅值，已观察到阵列随机共振效应。 比如，考虑任意可调节静态非线性时，对于添加白噪声的弱周期信号通

过局部最优非线性能够达到最大的信噪比增益，而且此时的信噪比增益超过 1。 文献[8]在双稳振子的并联耦

合阵列系统中考虑亚阈值正弦信号驱动包含噪声的双稳子系统发现了信噪比增益大于 1 的现象。 然而，该

研究假设每个双稳子系统仅受一个净正弦信号驱动，仅仅考虑了输入信号的噪声效应。 而在实际情况下，输

入信号在到达双稳并联阵列的传播路径中也应该考虑噪声效应。
基于一类包含输入噪声的周期信号驱动的双稳振子的并联非耦合动态阵列，本文研究了输出信噪比增

益及优化问题。与前述研究不同的是，本文考虑每个双稳子系统都同时受到内部乘性噪声。本文证明了输出

信噪比随双稳子系统内部乘性噪声强度的增加呈现先单调增加的现象，而在内部乘性噪声强度达到某一特

定值时，输出信噪比达到最大，然后随着噪声强度继续增加，信噪比的输出呈现缓慢下降。 更重要的是，当双

稳并联非耦合阵列数目增大到一定值时，系统的乘性阵列噪声将使得信噪比增益大于 1，而且阵列数目越

大，信噪比增益区间越大，无限并联阵列的最大信噪比增益可达到全局最优值。

1 模型与方程

考虑并联非耦合双稳态振子阵列模型，该阵列模型由 N 个并联非耦合双稳振子组成，每个双稳振子的
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输入都是受相同的正弦信号加噪声的混合信号 s（t）+η（t）。 其中，s（t）=Asin（2πt/Ts）是一个周期为 Ts、幅值为

A 的确定性的正弦信号，η（t）是零均值高斯白噪声，不受 s（t）的约束，并且自关联函数为（[η（t）η（0）]＝Dη δ（t）
（Dη 表示噪声强度）。 同时，每个双稳振子的内部乘性噪声 ξi（t）（i=1，2，…，N）与输入的混合信号 s（t）+η（t）无

关联。 N 个双稳振子阵列内部乘性噪声项 ξi（t）是相互独立的，其自关联函数为[ξ（t）ξ（0）]=Dξδ（t）（Dξ 为噪声

强度）[9-14]。 阵列中双稳振子的内部状态 xi（t）可以通过郎之万方程来描述：

τa
dxi（t）
dt =［1＋ξi（t）］xi（t）－

xi3（t）
xb2

+s（t）+η（t） （1）

其中： i=1，2，…，N； τa 和 xb 为双稳子系统的实参数。 阵列的输出设为这些双稳子系统的输出 xi（t）的算术平

均值，即

y（t）=
N

i = 1
Σxi（t） ／N （2）

由于参数 τa 和 xb 分别具有时间和幅值的量纲，需要将方程（1）进行无量纲化。 假设 xi（t）＝xi（t） ／ xb，A=A ／ xb，t=
t ／ τa，Ts＝Ts ／ τa，Dη＝Dη ／ （τax2b）和 Dξ＝Dξ ／ （τax2b），方程（1）可以被改写为下面的无量纲化形式，即

τa
dxi（t）
dt =［1＋ξi（t）］xi（t）－xi3（t）+s（t）+η（t） （3）

需要注意的是，如果输入信号 s（t）的无量纲幅值满足 A＜AC＝2 ／ 27姨 ≈0.385，则输入信号 s（t）是亚阈值信

号，否则，s（t）是超阈值信号。 通常情况下，阵列的求和输出响应 y（t）=（1 ／N）
N

i = 1
Σxi（t）是一个随机信号。 但是，

如果 s（t）是周期为 Ts 的周期性输入信号，那么，输出 y（t）一般是一个具有相同的周期 Ts 的稳态随机信号。
为了研究并联非耦合双稳态振子阵列系统的输入－输出反应，本文将利用 Euler- Maruyama 离散数值方法求

解方程（3），且数值求解过程中的采样时间步长 δt 远小于周期 Ts。 根据广义的输入－输出理论[9]，在任意时间

t，阵列的求和响应 y（t）可以表示为它的非稳态平均值 E［y（t）］加上统计扰动y軇（t）之和，即 y（t）＝E［y（t）］＋y軇

（t）。 这里的非稳态平均值 E［y（t）］＝（1 ／N）
N

i = 1
ΣE［xi（t）］具有 n 阶傅里叶系数

Yn，= E［y（t）］exp（－i2π n
Ts

軇 軇） （4）

其中，軇 軇… ＝（1 ／ Ts）
Ts

0乙…dt。 对于确定的 t 和 τ，期望值 E［y（t）y（t＋τ）］为

E［y（t）y（t＋τ）］＝E［y軇（t）y軇（t＋τ）］＋E［y（t）y（t＋τ）］ （5）
根据方程（5），可以得到稳态自关联函数 Ryy（τ）

Ryy（τ）＝ E［y（t）y（t＋τ）軇 軇］ = E［y軇（t）y軇（t＋τ）］＋E［y（t）y（t＋τ）軇 軇］ =Cyy（τ）+ E［y（t）y（t＋τ）軇 軇］ （6）

其中，Cyy（τ）为稳态自协方差函数。 功率谱密度 Ryy（v）是自关联函数 Ryy（τ）的傅里叶变换

Ryy（v）=F［Ryy（τ）］＝
∞

-∞乙 Ryy（τ）exp（－2ivπ）dτ=F［Cyy（τ）］+
∞

n=-∞
ΣYnYn

* δ（v－ nTs
） （7）

从方程（7）可以看出功率谱密度 Pyy（v）由相干频率为 n＝Ts 幅值为｜Yn｜2 的频谱构成，叠加到 Cyy（τ）的傅立叶变

换 表 示 的 宽 带 背 景 噪 声 中。 需 要 指 出 的 是，E［y軇 （t）y軇 （t）］＝var［y（t）］表 示［y（t）］的 非 稳 态 方 差，Cyy（0）＝
var［y（t）軇 軇］ 为阵列输出 y（t）的稳态方差。 稳态自协方差函数 Cyy（τ）可以表示为

Cyy（τ）＝ var［y（t）軇 軇］ h（τ） （8）
其中，h（τ）为互关联系数，且其傅里叶变换为 F［h（τ）］＝H（v）。 这样，方程（7）的功率谱密度可以改写为

Pyy（v）= var［y（t）軇 軇］ H（v）+
∞

n=-∞
ΣYnYn

* δ（v－ nTs
） （9）
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阵列输出信噪比被定义为谱线 1/Ts 上的功率与以频率 1/Ts 为中心的附近频带 △B 内的噪声功率之比，
即

Rout（1/Ts）=
｜Y軍1｜2

var［y（t）軍 軍］ H（1 ／ Ts）△B
（10）

以同样的方法，可以得到周期性信号加噪声的混合信号 s（t）+η（t）的输入信噪比

Rin（1/Ts）=
A2 ／ 4
Dη△B

= A2 ／ 4
σ2

η△t△B
（11）

其中，ση 为高斯噪声 η（t）的均方根。 根据方程（10）和（11），可以得到并联非耦合双稳阵列的信噪比增益，即

G（1/Ts）=
Rout（1/Ts）
Dη△B

= ｜Y軍1｜2
var［y（t）軍 軍］ H（1 ／ Ts）△B

· σ2
η△t△B
A2 ／ 4 （12）

基于方程（10）－（12），本文将通过双稳阵列各子系统及阵列噪声的调控，详尽分析并联非耦合双稳阵列

的信噪比及信噪比增益性质。 如果该阵列的信噪比增益 G（1/Ts）大于 1，则说明双稳子系统阵列和阵列噪声

的相互作用是一种潜在可靠的控制阵列信号的方法。

2 阵列随机共振和信噪比增益的计算结果

本文已经推导得到了系统的输入、输出信噪比 Rin（1/Ts）， Rout（1/Ts）及信噪比增益 G（1/Ts）的精确表达

式。 值得指出的是，本文考虑了该阵列系统同时受到两种不同的噪声的作用，即输入的外部加性噪声 η（t）以

及每个子系统彼此独立的内部乘性噪声 ξi（t）。 这一点不同于前人的研究[8]。 在本文中，信噪比及信噪比增益

会受到输入的外部加性噪声及子系统内部乘性噪声的共同影响。
首先，考虑单个双稳振子的情况，即选取并联非耦合双稳振子阵列大小为 N=1，则对应的输出 y（t）=（1 ／

N）
N

i = 1
Σxi（t）＝xi（t）。 考虑输入信号是一个振幅为 A＝0.5，频率 1/Ts 的正弦信号并包含输入噪声 η（t），图 1（a）和

1（b）分别绘出了输出均值 E［y（t）］和稳态自协方差函数 Cyy（τ）的时间演化曲线。 图 1（a）和 1（b）均选取了不

同的输入噪声强度值，即，ση＝0.5（实线），ση＝1.2（虚线），ση＝2（点线）和 ση＝3（点-虚线）。 从图 1（a）可以看出：
随着噪声强度 ση 的增加，周期性输出均值 E［y（t）］有一个相同的频率 1/Ts＝0.01，输出均值 E［y（t）］的最大振

幅出现在输入外部噪声强度为 ση＝1.2 的位置。此外，从图 1（b）的稳态自协方差函数 Cyy（τ）可以看出：随着输

入噪声强度 ση 从 0.5 增加到 3，关联时间 τ 从 72 逐步减小到 18。 但是，稳态方差 Cyy（0）= var［y（t）Σ 軍］ 表现出

非单调特性，即随着输入外部噪声强度 ση 从 0.5，1.2，2 增加到 3，稳态方差 Cyy（0）分别对应为 0.394，0.323，
0.405 和 0.781。 根据图 1 的结果，结合输入、输出信噪比 Rin（1/Ts）的精确表达式，通过简单的计算就能得到

图 1 阵列系统输出特性
Fig.1 The output properties of the array
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系统存在典型的阵列随机共振现象，这一结果与已有的研究结果是一致的[8]。 此外，从信噪比增益 G（1/Ts）的

表达式也能看出，信噪比增益 G（1/Ts）是小于 1 的。 实际上，只要输入的正弦信号的振幅 A 是亚阈值或稍微

超阈值[3]，都不会出现信噪比增益，即 G（1/Ts）＜1。 但是，当输入的正弦信号的振幅 A 增加到一个更大的值时，
在一定的噪声水平下，才可能实现信噪比增益[3]。

接下来，研究并联非耦合双稳振子阵列大小满足 N≥2 时的信噪比及信噪比增益性质。 考虑输入的加性

噪声强度值为 ση＝1.9，对输入亚阈值信号（A=0.34）及超阈值信号（A=1）两种不同的条件，图 2 绘出了并联非

耦合双稳动态阵列的信噪比增益 G（1/Ts）随阵列内部乘性噪声 ξi（t）强度 σξ 的变化曲线。 图 2（a）-（b）分别选

取了不同的输入信号幅值和输入信噪比，即图 2（a）A=0.34，Rin=8.89；图 2（b）A=1，Rin=76.2。 从图 2 可以看

出，当阵列数目 N 达到一定值时，阵列的信噪比增益 G（1/Ts）随阵列内部乘性噪声强度 σξ 的变化展示为非

单调曲线，该类现象是典型的“阵列随机共振”现象[9]。 而且，图 3 的结果也表明，信噪比增益大于 1 的结果

（即 G（1/Ts）＞1）不仅在超阈值信号输入时（即 A=1）出现，而且在亚阈值信号情况（即 A=0.34）时也能有效观

察到 G（1/Ts）＞1 的现象。更重要的是，图 2 也证明了信噪比增益大于 1 的参数区间随着阵列数目的增加而扩

展，而且，随着输入信号幅值 A 的增大，对于同等大小的阵列数目 N，信噪比增益 G（1/Ts）能达到一个更大的

局域最大值。 例如，从图 2（a）和图 2（b）的比较，可以看出在阵列大小同为 N＝100 的情况，信号幅值为 A=
0.34 时的信噪比增益 G（1/Ts）要比信号幅值为 A=1 时的要小。 研究结果表明了阵列随机共振与前面所介绍

的随机共振理论[8]不同之处。 前人的研究[8]假设了每个双稳子系统仅受一个净正弦信号驱动，仅仅考虑了输

入信号的噪声效应，其随机共振的机制归因于输入信号中的加性噪声。 而本文中的随机共振是由每个双稳

子系统中的乘性噪声诱导的双稳阵列的集振非线性反应。 同时，在某些情况下，可以通过调谐内部乘性噪声

ξi（t）的强度，使得阵列输出处于最佳工作区域，即 G（1/Ts）＞1 的区域，这是阵列信号处理中一个很有意义的

结果。 图 2 已经证明了阵列信噪比增益 G（1/Ts）随阵列数目的增加局部最大值会相应增加，且对应的最优化

的内部乘性噪声强度 σξ 向右偏移；因此，研究阵列数目 N→∞ 时的阵列信噪比增益 G（1/Ts）的全局最大值是

极有意义的。

图 2 阵列信噪比增益随阵列内部乘性噪声强度的变化曲线
Fig.2 The array SNR gain as a function of the amplitude of array noise
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在 t 时刻如果阵列数目 N→∞， 可以通过稳态自关联函数和稳态自协方差函数极限来进一步分析阵列

的信噪比增益性质。 在任意时刻 t，稳态自关联函数和稳态自协方差函数极限表示为

lim
N→∞

Ryy（τ）=lim
N→∞

E［y（t）y（t+τ）→ →］ =lim
N→∞

E［xi（t）xi（t+τ）+（N－1）E［xi（t）xj（t+τ）］
N→ →=

E［xi（t）xj（t+τ）→ →］ =Rxixj （τ） （13）
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图 4 阵列信噪比增益随阵列内部乘性噪声强度的变化曲线
Fig.4 Changing curve of array SNR gain with the function of the amplitude of array noise
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其中，方程（13）和（14）中的下标满足 i≠j，i，j＝1，2，…，N；因此，可以利用任意两个相互独立内部乘性噪声

ξi（t）和 ξj（t）中的双稳态振子来代替阵列数目趋于无穷大（N→∞）的情况来计算阵列的信噪比增益 G（1/Ts）。
图 3（a）绘出了阵列数目 N→∞ 时内部乘性噪声强度 σξ 取不同值时输出 y（t）的非稳态均值 E［y（t）］的演化

曲线。 图 3（b）绘出了对应于图 3(a)的输出 y（t）对应的稳态自协方差函数 Cyy（τ）的演化曲线。 图 3（a）和图 3
（b）中不同的内部乘性噪声强度 σξ＝0，1.4，3 分别用实线，虚线和点线来表示。本文采用了文献[9]中的数值方

法，选取频带 △B＝1/Ts，采样时间 △t=0.001 ／△B。 这样，可以依据非稳态均值 E［y（t）］和稳态自协方差函数 Cyy

（τ）分析阵列输出的信噪比 Rout（1/Ts）及信噪比增益 G（1/Ts）。
图 4（a）和图 4（b）分别绘出了信号幅值为 A=0.34 和 A=0.5 所对应的信噪比增益 G（1/Ts）随内部乘性噪

声强度 σξ 的变化曲线。 为了对比阵列数目不同情况下的信噪比增益，图 4 给出了不同阵列数目的信噪比演

图3 阵列系统输出特性
Fig.3 The output properties of the array
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化曲线。 从图 4 可以看出当阵列数目 N≥5 时，信噪比增益 G（1/Ts）开始表现为随内部乘性噪声强度 σξ 增加

而单调增加达到一个峰值，而随着 σξ 强度的继续增加，信噪比增益呈现单调减小，这是一类典型的阵列随

机共振现象。 当阵列数目 N→∞ 时，信噪比增益 G（1/Ts）的局部最大值也随之增大，且对应于 G（1/Ts）的最大

值的内部乘性噪声区间向右偏移。 此时，信噪比增益的最大值位置对应于乘性噪声强度 σξ=1.4，这与图 3 中

输出均值曲线一致。 也就是说，噪声强度取 σξ=1.4 时的输出均值曲线振幅最大，信噪比增益也最大。 当阵列

数目 N=∞，信噪比增益 G（1/Ts）能达到全局最大值。 值得指出的是，这里对应于阵列数目 N=∞ 的信噪比增

益 G（1/Ts）数据是由任意两个处于独立的内部乘性噪声中的双稳态振子性能分析得到的。
图 2、图 3 和图 4 曲线中表现的阵列随机共振及阵列信噪比增益大于 1 的物理机制，可以通过相互独立

的阵列各子系统的内部乘性噪声 ξ（t）来解释。 一方面，阵列各子系统的内部乘性噪声诱导了阵列集体响应

以达到其输出均值 E［y（t）］，另一方面，阵列各子系统的内部乘性噪声也能对输入的加性噪声 η（t）产生部分

抑制作用从而减小输出的统计扰动y軇（t）。 正如图 3 所描绘的结果一样，阵列各子系统的内部乘性噪声能减

小稳态方差 Cyy（0）和关联时间 τ。

3 结论

本文研究了一类并联双稳振子组成的阵列信号处理中的随机共振现象及信噪比增益问题。 阵列信号输

入为包含加性噪声的正弦信号，当该输入信号通过并联双稳态振子组成的阵列时，受到相互独立的阵列各

子系统内部乘性噪声的积极影响，使得该阵列系统中输出信噪比增益出现了典型的随机共振现象。 有趣的

是，这种由阵列各子系统内部乘性噪声诱导的非线性现象不仅适用于超阈值输入信号，也适用于亚阈值输

入信号；因此这是一种新的随机共振现象，即阵列随机共振。
虽然，文献[8]在类似系统中也发现了信噪比增益大于 1 的现象。 但是，该研究仅仅考虑了输入信号的噪

声效应，其获得的信噪比增益大于 1 的结果是由外部输入的加性噪声所诱导的。 而在实际情况下，输入信号

在到达双稳并联阵列的传播路径中也应该考虑内部噪声效应。 对于固定的加性噪声强度，本文证明了并联

双稳态振子组成的阵列系统的输出信噪比增益是关于阵列大小的递增函数。 当阵列数目增加到一定数目

时，阵列的信噪比增益存在大于 1 的区域，且这一区域随着阵列数目的增加而扩展。 本文的研究结果表明了

阵列随机共振与文献[8]结果的不同之处。 本文中的随机共振及信噪比增益是由每个双稳子系统中的乘性噪

声诱导的双稳阵列的集振非线性反应。
此外， 通过对并联双稳态振子组成的阵列非稳态输出均值和稳态自协方差函数的极限性质的研究，证

明了无限并联双稳态振子组成的阵列信噪比增益问题可以简化为由任意两个相互独立处于不同内部乘性

噪声驱动的双稳态振子的统计性能分析。 这些研究结果不仅丰富了非线性阵列信号处理理论，也为复杂随

机系统理论中噪声作用分析提供了一种新的思路[9-15]。
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