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带非线性阻尼的欧拉方程组正规解的爆破
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摘要：研究了 n（n≥1）维空间理想可压缩流中带有非线性阻尼项的等熵欧拉方程组的初值问题。 当初始密度有紧支集时，利用

泛函结合特征线的方法，证明了在真空情形下带有形如-αρ|u|θu 阻尼项的可压缩等熵欧拉方程组，其阻尼系数 α 为正常数时的

正规解在初始数据一定大时必定爆破,其中 0＜θ＜1。
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考虑下列 n（n≥1）维空间中带阻尼项的等熵欧拉方程组：
坠t ρ+div（ρu）=0
ρ（坠t＋（u·荦））u+荦p＝－αρ｜u｜θ荦 u

（1）

的 Cauchy 问题.其初始条件为

ρ（x，0）＝ρ0（x），u（x，0）=u0（x） （2）
其中： ρ，u，p 分别表示气体的密度,速度和压力;状态方程为 p=Aργ（A＞0）；γ 为绝热指数（γ＞1）；其中常数 α＞
0；0＜θ＜1。

对带阻尼项的欧拉方程组的研究有很多成果，大多是研究 ρ＞0 的情形，当初值是在一个扩散波或者常

状态的平衡解附近的小扰动，经典解整体存在详情参见[1-3]；但关于欧拉方程组的爆破也有大量的研究，例

如[4-11]。 文献[4-6]研究了初值具有紧支集的情形，证明了某些情况下正规解会在有限时间内爆破；文献[7]
研究三维空间的可压缩流的非等熵欧拉方程组的奇性的形成；文献[8-9]研究等熵欧拉方程组初边值问题的

轴对称解的爆破；文献[10]考察运用泛函方法证明一维空间中带非线性阻尼项的等熵欧拉方程组在初始密

度有紧支集时正规解的爆破；文献[11]研究了阻尼系数为常数的欧拉方程组和带退化阻尼的等熵欧拉方程

组，得到了在初始密度有紧支集时，正规解都将在有限时间内爆破。 本文在文献[4，8，10，11]的基础上运用泛

函结合特征线的方法考察了带有如－αρ｜u｜θ u 阻尼的欧拉方程组的情形,其中 0＜θ＜1。 而当 θ＝1 时的情形在文

献[10]已有详细证明。

先作变量替换，将方程组（1）转化为对称双曲型方程组。 令 π＝A
1
2γ 2 γ姨

γ-1 ρ
γ-1
2γ ，

（坠t＋u·荦）π+ γ-1
2 π div u=0

（坠t＋（u·荦））u+ γ-1
2 π·荦π=－α｜u｜θ

姨
姨
姨
姨
姨姨
姨
姨
姨
姨
姨姨
姨

u
（x，t）∈Rn×R+ （3）

｝
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其初始数据相应为

π（x，0）=π0（x），u（x，0）=u0（x）
因此,当 ρ=0 时,即在 ρ 的支集之外,经典解满足

ut＋（u·荦）u=－α｜u｜θ u
由此我们得到欧拉方程组（1），（2）的正规解的定义如下：

定义 1 Cauchy 问题（1），（2）的一个解（ρ，u）称在 Rn×［0，T）正规解是指它满足以下条件：
1） （ρ，u）∈C1（Rn×［0，T）），ρ≥0；
2） p（ρ）（x，t）∈C1（Rn×［0，T）），

并且在密度 ρ 的支集外有

ut＋（u·荦）u=－α｜u｜θ u （4）
由于初始密度 ρ0 有紧支集,我们先证明初值问题（1），（2）的正规解在任一时间 t，有 supp ρ（x，t）哿B（0，

d*），d* 与时间 t 无关。 下面我们让 Ω（t）＝supp ρ（x，t），Ω0＝supp ρ0，d0=sup
x0∈Ω 0

｜x｜，由于（ρ，u）为正规解；因此在 坠Ω

（t）上实际上满足（3），即对任一 x∈坠Ω（t0），存在 x0∈坠Ω0 以及连接 x0 和 x 的一条曲线 x（t）：
dx（t）
dt =u（x（t），t），x（t）∈坠Ω（t），0≤t≤t0

因此我们有

d2x（t）
dt2 =ut（x（t），t）+（u·荦）u=－α｜u｜θ u=－α｜ dx（t）dt ｜θ dx（t）dt

从而解得

x（t）＝
x0， ｜u0（x0）｜=0 时

x0＋
u0x

α（1－θ）｜u0（x0）｜θ
［1－ 1

（1＋αθ｜u0（x） ｜θt）
1－θ
θ
］， ｜u0（x0）｜≠0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

时

进而有

｜x（t）｜≤｜x0｜＋
｜u0（x）｜

1－θ

α（1－θ）

从上面的表达式我们可以取 d*=d0+ sup
x0∈坠Ω0

｜u0（x0）｜
1－θ

α（1－θ） ，于是有

d（t）= sup
x0∈坠Ω0

｜x｜≤d* 。

1 主要定理及其证明

引入 1 令 αd*h1+θ＝ 1
2 h2，可以解得 h=（2αd*）

1
1－θ 。

当 h≥（2αd*）
1

1－θ
时，有 αd*h1+θ≤ 1

2 h2，

当 0≤h≤（2αd*）
1

1－θ
时，有 αd*h1+θ≤αd*（2αd*）

1
1－θ 。

综上 αd*h1+θ≤αd*（2αd*）
1

1－θ + 1
2 h2。

定义

m（t）=
Ω（t）乙 ρ（x，t）dx

F（t）= 1
2 Ω（t）乙 ρ｜x｜2dx （5）}
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引理 2 对初值问题（1），（2）的正规解，有 m（t）＝m（0）。
证明类似文献[8]。

定理 3 假设（ρ，u）是 Cauchy 问题（1），（2）在 Rn×［0，T）上的正规解，其中 0＜θ＜1,如果初始密度 ρ0 有紧

支集且气体总质量 乙ρ0（x）dx＞0 ,使得当 F′（0）≥md*（αd*）
1

1－θ
时，时间 T 一定有限。

证明 注意到 ρ（x，t）｜x∈坠Ω（t）=p（ρ）｜x∈坠Ω（t）=0，利用方程组（1）我们就可以得

F′（t）= 1
2 Ω（t）乙 ρt（x，t）｜x｜dx＝－

1
2 Ω（t）乙 div（ρu）｜x｜2dx=

Ω（t）乙 ρu·xdx，

以及

F″（t）＝
Ω（t）乙 （ρu）t·xdx＝

Ω（t）乙 -［div（ρu）u＋（ρu·荦）u＋荦p+αρ｜u｜θu］xdx＝
Ω（t）乙 ρ（x，t）｜u｜2+np（ρ）dx-α

Ω（t）乙 ρ｜u｜θu·xdx （6）

由 Schwarz 不等式可得到

Ω（t）乙 ρ｜u｜θu·xdx ≤
Ω（t）乙 ρ｜u｜θ+1·｜x｜dx≤d*

Ω（t）乙 ρ｜u｜θ+1dx （7）

｜F′（t）｜2≤
Ω（t）乙 ρ｜u｜2dx

Ω（t）乙 ρ｜x｜2dx≤m（d*）2
Ω（t）乙 ρ｜u｜2dx （8）

因此由（6），（7），（8）以及引理 1 可以得到

F″（t）≥
Ω（t）乙 ρ｜u｜2dx＋n

Ω（t）乙 p（ρ）dx－αd*
Ω（t）乙 ρ｜u｜1＋θdx≥

Ω（t）乙 ρ｜u｜2dx＋n
Ω（t）乙 p（ρ）dx－αd*m

1－θ
2 （

Ω（t）乙 ρ｜u｜2dx）
θ＋1
2 ≥

（F′（t））2

m（d*）2 －αd*m
1－θ
2 ［ （F′（t））

2

m（d*）2 ］
θ＋1
2 ＋n

Ω（t）乙 p（ρ）dx＝

（F′（t））θ+1［ （F′（t））
1－θ

m（d*）2 － α
m（d*）θ ］＋n Ω（t）乙 p（ρ）dx （9）

而运用 Ho咬 lder 不等式可得到

m=
Ω（t）乙 ρdx≤（

Ω（t）乙 ργdx）
1
γ （

Ω（t）乙 ρdx）
1
γ′＝（V（t））

1
γ′ （

Ω（t）乙 ργdx）
1
γ ，

这里 1
γ ＋ 1

γ′ ＝1，从而我们有

n
Ω（t）乙 p（ρ）dx＝nA

Ω（t）乙 ργdx≥nAmγ（V（t））
－γ
γ′≥nAmγ（ωn（d*）n）

－γ
γ′ =:η＞0 （10）

这里 ωn 为 n 维单位球的体积。 因此（9），（10）可以整理得

F″（t）≥（F′（t））1＋θ［ （F′（t））
1－θ

m（d*）2 － α
（md*）θ ］＋η （11）

若有
（F′（0））1－θ

m（d*）2 ≥ α
mθ（d*）θ 。 则（9）式可以整理成

F″（t）≥η （12）
那么 F′（t）递增，即在至少一段时间内有 F′（t）＞F′（0）。
解不等式（12）可得到

F（t）≥ 1
2 ηt2＋F′（0）t＋F（0），

另一方面,

F（t）＝ 1
2 Ω（t）乙 ρ｜x｜2dx≤m

2 （d*）2 ，
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所以

1
2 ηt2＋F′（0）t＋F（0）≤m

2 （d*）2 ，

即

t≤ （F′（0））2－2ηF（0）＋ηm（d*）2－F′（0）姨
η 。

因此 T 一定有限，定理 3 得证。

定义 F1（t）＝
Ω（t）乙 ρu｜x｜·xdx 。

定理 4 假设（ρ，u）是 Cauchy 问题（1），（2）在 Rn×［0，T）上的正规解，0＜θ＜1，如果初始密度 ρ0 有紧支集

且气体总质量 乙ρ0（x）dx＞0，F1（0）≥m（2α）
1

1－θ （d*）
3－2θ
1－θ ，则时间 T 一定有限。

证明 类似定理 3 我们可以得到

F1′（t）=
Ω（t）乙 （ρu）t｜x｜·xdx＝－

Ω（t）乙 div（ρu）u｜x｜·xdx－
Ω（t）乙 ［ρ（u·荦）u＋荦p+αρ｜u｜θu］｜x｜·xdx＝

Ω（t）乙 ρu2｜x｜＋ ρ（x·u）
2

｜x｜ dx＋（n+1）
Ω（t）乙 p（ρ）｜x｜dx-α

Ω（t）乙 ρ｜u｜θu｜x｜·xdx ，

上式由（7）可以整理得

F1′（t）≥
Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜dx＋（n+1）

Ω（t）乙 p（ρ）｜x｜dx-αd*
Ω（t）乙 ρ｜u｜θ＋1｜x｜dx≥

Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜dx＋（n+1）
Ω（t）乙 Aργ｜x｜dx-αd*

Ω（t）乙 ρ｜u｜θ＋1｜x｜dx≥

Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜dx-（ 12 Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜dx+αd*（2αd）
1＋θ
1－θ·

Ω（t）乙 ρ｜x｜dx）＝

1
2 Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜dx-m2

1＋θ
1－θ α

2
1－θ （d*）

3-θ
1－θ （13）

又由 Schwarz 不等式可得到

（F1（t））2≤
Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜dx

Ω（t）乙 ρ｜x｜3dx≤m（d*）3
Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜dx （14）

因此由（14）式我们可以将（13）式整理成如下形式

F1′（t）≥
1

2m（d*）3 F1
2（t）－m2

1＋θ
1－θ α

2
1－θ （d*）

3-θ
1－θ （15）

假如 1
2m（d*）3 F1

2（0）≥m2
1＋θ
1－θ α

2
1－θ （d*）

3-θ
1－θ ，即 F1（0）≥m（2α）

1
1－θ （d*）

3-2θ
1－θ ，设 F1（0）＝km（2α）

1
1－θ （d*）

3-2θ
1－θ 。 显然有 k＞1。

于是我们有

F1′（t）＞
k-1

2km（d*）3 F1
2（t）+（ F1

2（t）
2km（d*）3 －（2α）

1
1－θ （d*）

3-2θ
1－θ m） （16）

那么（16）式可以整理成

F1′（t）＞
k-1

2km（d*）3 F1
2（t） （17）

因在 0≤t≤t0 上 F1′（t）递增，既有 F′（t）＞ F′（0）。 将（17）在［0，t］进行积分可得

1
F1（0）

＞ 1
F1（0）

－ 1
F1（t）

＞ k-1
2km（d*）3 t ，

我们可以得到

t＜ 2km（d*）3
（k-1）F1（0）

，
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因此 T 一定有限,定理 4 得证。
定义

F2（t）＝
Ω（t）乙 ρu｜x｜2·xdx （18）

定理 5 假设（ρ，u）是 Cauchy 问题（1），（2）在 Rn×［0，T）上的正规解，0＜θ＜1，k＞1，如果初始密度 ρ0 有紧

支集且气体总质量 乙ρ0（x）dx＞0，F2（0）≥m（2α）
1

1－θ （d*）
4－2θ
1－θ ，则时间 T 一定有限。

证明 类似定理 3 的证明方法

F2′（t）=
Ω（t）乙 （ρu）t｜x｜2·xdx＝－

Ω（t）乙 div（ρu）u｜x｜2·xdx－
Ω（t）乙 ［ρ（u·荦）u＋荦p+αρ｜u｜θu］｜x｜2·xdx＝

Ω（t）乙 ρu2｜x｜2dx＋2ρ（x·u）2dx+（n+2）
Ω（t）乙 p（ρ）｜x｜2dx-α

Ω（t）乙 ρ｜u｜θu｜x｜2·xdx ，

上式由（7）可以整理得

F2′（t）≥
Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜2dx＋（n+2）

Ω（t）乙 p（ρ）｜x｜2dx-αd*
Ω（t）乙 ρ｜u｜1+θ｜x｜2dx≥

Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜2dx-（ 12 Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜2dx+αd*（2αd*）
1＋θ
1－θ·

Ω（t）乙 ρ｜x｜2dx）=

1
2 Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜2dx-2

1＋θ
1－θ α

2
1－θ （d*）

4-2θ
1－θ m （19）

由 Schwarz 不等式可得到

（F2（t））2≤
Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜2dx

Ω（t）乙 ρ｜x｜4dx≤m（d*）4
Ω（t）乙 ρ｜u｜2｜x｜2dx （20）

因此由（20）式我们可以将（19）式整理成如下形式

F2′（t）≥
1

2m（d*）4 F2
2（t）－2

1＋θ
1－θ α

2
1－θ （d*）

4-2θ
1－θ m （21）

假如 1
2m（d*）4 F2

2（0）≥m2
1＋θ
1－θ α

2
1－θ （d*）

4-2θ
1－θ ，即 F2（0）≥m（2α）

1
1－θ （d*）

4-3θ
1－θ 。 设 F2（0）＝km（2α）

1
1－θ （d*）

4-3θ
1－θ ，显然

有 k＞1。
那么有

F2′（t）＞
k-1

2km（d*）4 F2
2（t）＋（ F2

2（t）
2km（d*）4 －（2α）

2
1－θ （d*）

4-3θ
1－θ m （22）

于是我们有

F2′（t）＞
k-1

2km（d*）4 F2
2（t） 。

于是在 0≤t≤t0 上有 F2′（t）递增，即有 F2′（t）＞ F2′（0），将 F2′（t）
F2

2（t） ＞ k-1
2km（d*）4 在［0，t］上进行积分可得

1
F2（0）

＞ 1
F2（0）

－ 1
F2（t）

＞ k-1
2km（d*）4 t ，

我们可以得到

t＜ 2km（d*）4

（k-1）F2（0）
因此 T 一定有限,定理 5 得证。
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Blowup of the Regular Solutions of the Euler
Equations with Nonlinear Damping

Zhu Xusheng，Fu Chunyan，Zhao Kangxin

（School of Science，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：The regular solutions of the n-dimensional isentropic Euler equations with the nonlinear damping for a
perfect gas are investigated in this paper. Utilizing the methods of the functional in combination with characteris-
tics, we prove the compressible isentropic Euler equations in vacuum case with the damp like -αρ |u |θu. If its
damping coefficient α is positive constant when the initial data are large enough the regular solutions would blow
up in finite time.
Key words： isentropic Euler equation；functional methods；blowup
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