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Campanato 函数与 θ 型积分算子的交换子有界性
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摘要：研究了交换子[b，T]在加权 Morrey 空间上的有界性。 采用 Sharp 极大函数估计方法得到交换子[b，T]在加权 Morrey 空间

Lp，k（ω）上的有界性，其中 T 是一个 θ 型奇异积分算子,函数 b 属于加权 Campanato 空间。
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1 引言和记号

1985 年，Yabuta[1]引入了如下的 θ 型 C-Z 奇异积分算子：

定义 1.1 设 θ 是（0，∞）上的非负减函数，称定义在 Rn×Rn\{（x，x）∶x∈Rn}上的可测函数 K（x，y）是 θ 型

核，如果

i） 当 x≠y 时， K（x－y） ≤C x－y －n，其中 C 为常数（且本文将用 C 表示与主要参数无关的正常数，它在

不同的位置可能是不同的）。

ii） 当 2 x－z ≤ x－y 时，

K（x，y）－K（z，y） ＋ K（y，x）－K（y，z） ≤C x－y －n θ x－z
x－y≤ ≤

称线性算子 T：Ψ（Rn）→Ψ′（Rn）是 θ 型 C-Z 奇异积分算子，如果

iii） T 能扩充成从 L2（Rn）到其自身的有界线性算子。

iv） 存在一个 θ 型核，使得对所有的 f∈Cc
∞（Rn），

Tf（x）=
R

n乙K（x，y）f（y）dy，坌x∈Rn\Sup（f） 成立。

其中 Ψ（Rn）是施瓦茨函数，Sup（f）＝｛x∈D｜f（y）≠0｝，Cc
∞（Rn）为 Rn 上具有紧支集的无穷次可微函数空间。

2012 年，王华[2]研究了关于 C-Z 算子在加权 Morrey 空间上的一些交换子估计。 2013 年，叶晓峰等 [3]研究

了 θ 型奇异积分算子在加权 Morrey 空间中的有界性。 2015 年叶晓峰等 [4]对几类交换子在加权Morrey 空间

上的端点情形进行了探讨。

定义 1.2[5] 设 1≤p＜∞，0＜k＜1，ω 是权函数，则加权 Morrey 空间定义为

Lp，k（ω）＝ Lp，k（u，v）＝ f∈Lloc
p（u）∶‖f‖L

p，k
（ω）＜‖ ‖∞
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其中, ‖f‖L
p，k

（ω）=supQ （ 1
ω（Q）k

Q乙 f（x） pω（x）dx）1/p，Lloc
p（ω）表示在 Lebesgue 测度下的 p 次加权空间且局部有

界，sup
Q

表示上确界，记 Q 的 Lebesgue 测度为 Q 以及 Q 的加权为 ω（Q），对于给定的权函数 ω，ω（Q）=
Q乙ω

（x）dx。 fQ=
1
Q Q乙 f（y） dy。

定义 1.3[5] 设 1≤p＜∞，0＜k＜1，则对于两个权 u 和 v，定义双权 Morrey 空间为

Lp，k（u，v）＝ f∈Lloc
p（u）∶‖f‖L

p，k
（u，v）＜‖ ‖∞

其中，‖f‖L
p，k

（u，v）＝supQ （ 1
v（Q）k

Q乙 f pu（x）dx）1/p。

定义 1.4[6] 若 ω（x）是 Rn 的非负局部可积函数，1≤p＜∞，－ n
p ≤α≤1，则

εω
α,p= f∈Lloc（Rn）∶‖f‖α，p，ω＜‖ ‖∞

为加权 Campanato 空间， 其中‖f‖α，p，ω＝sup
Q

ω（Q）－（1＋αp/n）
Q乙 f-fQ pω（x）1-pdx‖ ‖） 1/p 为 f 的加权 Campanato 范数，

Q 为平行于坐标轴的方体。 显然，当 α=0 时，加权 Campanato 空间为加权 BMO（Rn）空间；当 0＜α＜1，时，加权

Campanato 空间为 Lipα
p（ω）空间[2]。

最近，束立生等[7]研究了 θ 型 C－Z 奇异积分算子及其交换子在加权 Morrey 空间的有界性，其定理 A 是：

设 T 是 θ 型 C－Z 奇异积分算子，且
1

0乙θ（t）t-1dt）＜∞，1＜p＜∞，0＜k＜1 以及 ω∈A1，假如 b∈BMO（ω），那么交换

子［b，T］是从 Lp，k（ω）到 Lp，k（ω1－p，ω）有界的。 本文在此基础上进一步推广到 b∈εω
α,p，结论如下：

定理 1.1 设 T 是 θ 型 C－Z 奇异积分算子，1＜p＜ n
|α| ，

1
s = 1

p - a
n 和 0＜k＜ p

s
1

0乙 θ（t）
t dt＜∞，以及 ωs ／p∈A1，

假如 b∈εω
α,p，且 rω＞

1－k
p ／ s-k ，那么交换子［b，T］是从 Lp，k（ω）到 Ls，ks/p（ω1-s，ω）有界的。 其中 rω 表示 ω 关于逆

Ho咬 lder 条件下的临界指标。

2 定义和引理

定义 2.1 设 T 是一个 C－Z 算子，b 是 Rn 上局部可积函数，b 和 T 所生成的交换子定义如下：［b，T］f（x）
=b（x）Tf（x）-T（bf）（x）。

定义 2.2[2,8] 设 f 是一个局部可积函数，Hardy-Littlewood 极大算子 M，Sharp 极大函数 M# 和分数次极大

算子 Mβ，r 定义如下：

M（f）（x）=sup
x∈Q

1
Q Q乙 f（y） dy

M#（f）（x）= sup
x∈Q

1
Q Q乙 f（y）-fQ dy，Mα，r（f）（x）= sup

x∈Q

1

Q
1－ αr

n Q乙 f（y） r dy
1/r

设 ω 是一个权函数，其对应的加权极大算子定义如下：

Mω（f）（x）= sup 1
ω
x∈Q

（Q） Q乙 f（y） ω（y）dy，特别的 Mr，ω（f）＝Mω（ f r
）
1/r
。 Mα，r，ω（f）（x）= sup

x∈Q
（ 1

ω（Q）
1－ αr

n Q乙

f（y） r ω（y）dy）
1/r
，其中，1＜α＜n，r≥1。

定义 2.3[9] 权函数 ω 属于 Ap 权，1≤p＜∞，如果对于每一个在 Rn 中的球体 Q，存在一个与球体 Q 选取

无关的正常数 C＞0，使得
1
Q Q乙ω（x）dx（ 1

Q Q乙ω（x）
1

1-p dx）p-1≤C 成立。 当 p=1 时，称 ω∈A1 如果
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1
Q Q乙ω（x）dx≤C·（ E

Q ）
r-1
r （x）。 其中essin

x∈Q
fω（x）表示权函数 ω（x）的本性下确界。

定义 2.4[9] 一个权函数 ω 属于反 Ho咬 lder 类 RH，如果存在两个常数 r＞1 和 C＞0 使得下面的反 Ho咬 lder
不等式，

（ 1
Q Q乙ω（x）

r
dx）

1
r ≤C（ 1

Q Q乙ω（x）dx

对于每一个 Rn 中的方体 Q 来说都成立。
引理 2.1[3] i） 设 1＜p＜∞，ω∈Ap，θ 是 连 续 模，并 且 T 是 θ 型 C－Z 奇 异 积 分 算 子，则 T 是 Lp，k（ω）→

Lp，k（ω）有界的。
ii） 设 T 是次线性算子，存在 p0：1＜p0＜∞，使得对于任意的 ω∈Ap，若‖Tf‖L

p0（ω0）
≤C‖f‖L

p0（ω0）
，则对任意

的 p∶1＜p＜∞，及 ω∈Ap，‖Tf‖L
p
（ω）≤C‖f‖L

p
（ω）。

引理 2.2[10] 假设 ω∈Ap，p≥1，那么对任意的球体 Q，存在一个绝对常数 C＞0，使得 ω（2Q）≤Cω（Q）成

立。 一般地，对任意的 λ＞1，有 ω（λQ）≤Cλnpω（Q），其中常数 C 既不依赖于 Q,也不依赖于 λ。

引理 2.3[11] 假设 ω∈Ap∩RHr，p≥1，r≥1，那么存在两个常数 C1＞0，C2＞0，使得 C1（
E
Q ）p≤ ω（E）

ω（Q）≤

C2（
E
Q ）

r-1
r ， 对于球体 Q 中的任意可测子集 E 来说都成立。

引理 2.4[12] 设 ω∈Ap，f（x）∈εω
α,p，则对任意的 p＞1，有 εω

α,p＝εω
α,1，且有 C1‖f‖

α，1，ω
≤‖f‖

α，p，ω
≤C2‖f‖

α，1，ω
。

引理 2.5[2] 若 1＜p＜∞，0＜k＜1，ω∈A∞，r≥1，那么 Mr，ω 在 Lp，k（ω）上有界。
引理 2.6[5] 若 1＜p＜∞，0＜k＜1，ω∈Ap，那么 M 在 Lp，k（ω）上有界。
引理 2.7[13] 设 0＜δ＜1，1＜p＜∞，0＜k＜1，如果 u，v∈A∞，那么我们有

‖Mδ（f）‖ L
p，k
（u，v）≤C‖Mδ

＃（f）‖ L
p，k
（u，v）

特别的，当 u＝v＝ω 时，我们有

‖Mδ（f）‖ L
p，k
（u，v）≤C‖Mδ

＃（f）‖ L
p，k
（u，v）

对于所有使得左边式子为有限值的函数 f 来说都成立，其中

Mδ（f）＝ （M f δ）1 ／δ，Mδ
＃（f）＝M＃（ f δ）1 ／δ

引理 2.8[2] 设 0＜|α|＜n，1＜p＜ n|α|，1 ／ s=1 ／ p-α ／ n，0＜k＜p ／ s，如果 ω∈A∞，那么对任意的 1＜r＜p，我们有

‖Mα，r，ω（f）‖ L
s，ks/p

（ω）≤C‖f‖ L
p，k
（ω）

引理 2.9[2] 设 1＜p＜ n|α|，0≤|α|＜n，1 ／ s=1 ／ p-α ／ n，ωs ／p∈A1，若 0＜k＜p ／ s，且 rω＞
1-k
p ／ s-1 ，有

‖Mα，1（f）‖ L
s，ks/p

（ωs/p，ω）≤C‖f‖ L
p，k
（ω）

3 定理 1.1 的证明

首先证明一个引理，这在定理 1.1 的证明中将会用到。
引理 3.1 设 0＜δ＜1，ω∈A1，b∈εω

α,p，那么对所有的 r＞1 和所有的 x∈Rn。 有

Mδ
＃（［b，T］f）（x）≤C‖b‖

α，1，ω
（ω（x）Mα，r，ω（Tf）（x）+ω（x）Mα，r，ω（f）（x）+ω（x）1+α ／nMα，1（f）（x））

证明 对于任意给定的 x∈Rn，固定一个包含点 x 的球体 B＝B（x0，rB），其中 B（x0，rB）表示中心为点 x0，半

径为 rB 的球体。 将 f 分解成 f＝f1＋f2，这里 f1＝f χ2B， χ2B 表示为 2B 的特征函数。 注意到［b，T］f（x）＝（b（x）-b2B）Tf（x）-
T（（b-b2B）f）（x）。
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由条件知 0＜δ＜1，则对任意的常数 C，我们有

（ 1
B B乙 ［b，T］f（y） δ- c δdy）1 ／δ≤（ 1

B B乙 ［b，T］f（y）－c δ）1 ／δ≤

C（ 1
B B乙 （b（y）－b2B）Tf（y） δdy）1 ／δ+C（ 1

B B乙 T（（b－b2B）f1）（y） δdy）1 ／δ＋

C（ 1
B B乙 T（（b－b2B）f2）（y）＋c δdy）1 ／δ ∶=Ⅰ＋Ⅱ＋Ⅲ

我们将分别估计每一项。 由已知条件 ω∈A1，则从 Ho咬 lder 不等式和引理 2.4 可得

Ⅰ≤C· 1
B B乙 （b（y）-b2B）f2）Tf（y） dy≤

C· 1
B （

B乙 b（y）-b2B
r′ω1-r′dy）1/r′（

B乙 Tf（y） rω（y）dy）1/r≤

C·‖b‖α，r′，ω
ω（x）
B （ 1

ω（Q）1- ar/n
B乙 Tf（y） rω（y）dy）1/r≤

C·‖b‖α，r′，ω ω（x）Mα，r，ω（Tf）（x）≤
C‖b‖α，1，ω ω（x）Mα，r，ω（Tf）（x）

使用 Kolmogorov 不等式，Ho咬 lder 不等式，引理 2.2 和引理 2.4，我们有

Ⅱ≤C· 1
B 2B乙 （b（y）-b2B）f2）f（y） dy≤

C· 1
B （

2B乙 b（y）-b2B
r′ω（y）1-r′dy）1/r′（

2B乙 f（y） rω（y）dy）1/r≤

C·‖b‖α，r′，ω
ω（2B）
B （ 1

ω（2B）1- ar/n
2B乙 f（y） rω（y）dy）1/r≤

C·‖b‖α，1，ω
ω（2B）
B Mα，r，ω（f）（x）≤

C‖b‖α，1，ω ω（x）Mα，r，ω（f）（x）
估计最后一项，令 c=-T（（b-b2B）f2）（x0），当 y∈B，z∈（2B）C 有 2 y-x0 ≤ y-z ，于是得到

Ⅲ≤C· 1
B 2B乙 T（（b-b2B）f2）（y）-T（（b-b2B）f2）（x0） dy≤

C· 1
B （

B乙 （2B）C乙 K（y，z）-K（x0，z） b（z）-b2B f（z） dzdy≤

C· 1
B B乙（

∞

k = 1
Σ

2k+1B\2kb乙 1
y-z n θ（ y-x0

y-z ）） b（z）-b2B f（z） dzdy≤

C
∞

k = 1
Σ

2k+1B乙 θ（2-k）
2k+1B b（z）-b2B f（z） dz≤

C
∞

k = 1
Σ

2k+1B乙 θ（2-k）
2k+1B b（z）-b2k+1B f（z） dz+C

∞

k = 1
Σ

2k+1B乙 θ（2-k）
2k+1B b（z）-b2B f（z） dz

：＝IV+V
要估计上不等式，先看下面 3 个不等式：

C
∞

k = 1
Σθ（2-k）≤C

∞

k = 1
Σ

2-k

2k+1B乙 θ（2-k）
21-k dt≤C

1

0乙 θ（t）
t dt＜∞ （1）

∞

k = 1
Σ k

2k =lim
n→∞

2（ 1/2（1-1/2
n）

1-1/2 -n/2n+1）=lim
n→∞

（2- n
2n -

2
2n ）≤C （2）
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注意到 ω∈A，根据引理 2.4，通过简单计算可得

b2 B-b2B ≤C‖b‖α，1，ω·k·ω（x）·ω（2k+1B）a/n （3）
利用不等式（1），同Ⅱ式的估计，我们可以得到

Ⅳ≤C
∞

k = 1
Σθ（2-k）‖b‖α，1，ω ω（x）Mα，r，ω （f）（x）≤

C
1

0乙 θ（t）
t dt‖b‖α，1，ω ω（x）Mα，r，ω （f）（x）≤

C‖b‖α，1，ω ω（x）Mα，r，ω （f）（x）
利用不等式（2）和（3），我们可以得到

Ⅴ≤C‖b‖α，1，ω

∞

k = 1
Σ k

2k θ（2-k）
ω（x）ω（2k+1B）a/n

2k+1B 2k+1B乙 f（z） dz≤

C‖b‖α，1，ω

∞

k = 1
Σ k

2k·ω（x）1+a/n
1

2k+1B 1-a/n
2k+1B乙 f（z） dz≤

C‖b‖α，1，ω·ω（x）1+a/n Mα，1 （f）（x）
∞

k = 1
Σ k

2k ≤

C‖b‖α，1，ω ω（x）1+a/n Mα，1 （f）（x）
将以上的估计相结合，然后再关于所有的球体 B哿Rn 取上确界，证毕。

定理 1.1 的证明 对任意的 1＜p＜∞ 可以选取一个正数 r，使得 1＜r＜p 利用引理 2.7 和引理 3.1，有

‖[ b，T ] f‖L
s，ks/p

（ω
1-s

， ω）≤C‖Mδ
#（[b，T ] f‖L

s，ks/p
（ω
1-s

， ω）≤
C‖b‖α，1，ω‖（ω（·）Mα，r，ω（Tf）‖L

s，ks/p
（ω
1-s

， ω）+
‖（ω（·）Mα，r，ω（f）‖L

s，ks/p
（ω
1-s

， ω）+‖（ω（·）1+α/nMα，1（f）‖L
s，ks/p

（ω
1-s

， ω）≤
C‖b‖α，1，ω‖Mα，r，ω（Tf）‖L

s，ks/p
（ω）+‖Mα，r，ω（f）‖L

s，ks/p
（ω）+‖Mα，1（f）‖L

s，ks/p
（ω
s/p
，ω）

利用引理 2.6，2.8，2.9 和引理 2.1，我们最后得到

‖[ b，T ] f‖L
s，ks/p

（ω
1-s

， ω）≤C‖b‖α，1，ω（‖Tf‖L
p，k

（ω）+‖f‖L
p，k

（ω））≤
C‖b‖α，1，ω‖f‖L

p，k
（ω）

定理 1.1 证毕。
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