
文章编号：

1005-0523

（

2018

）

02-0089-05

收稿日期：

２０１7－11－2０

基金项目： 国家自然科学基金项目 （

11361024

）； 江西省高校科技落地计划项目 （

KJLD12067

）； 江西省自然科学基金项目

（

20171BAB201009

）；江西省研究生创新专项资金项目（

YC2016-S264

）

作者简介：徐保根（

19６3

—），男，教授，研究方向为图论及其应用。

通讯作者：孟卓明（

1993

—），男，硕士研究生，研究方向为图论及其应用。

扇形图和广义扇形图的边控制集划分

徐保根，孟卓明，张婷婷

（华东交通大学理学院，江西 南昌

330013

）

摘要：通过分类讨论、归纳总结的方法，研究了一些与扇形图有关的图的边控制集划分问题，并对已有文献关于扇形图

F

n

的集

边控制数结论及其证明过程进行了优化改进。 还推广提出了广义扇形图

F

m

，

n

，并且得到了其较为精确的集边控制数。
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1

引言及定义

近几年来，图的控制理论的研究越来越深入广泛，各类控制概念被相继提出且研究成果不断丰富，

T.W.Haynes

等

[1-2]

综述了图的控制理论研究方面的主要研究成果，不过美中不足的是，大部分研究成果都

是关于控制参数的估计

[3-6]

，属于图的点控制，有关于图的边控制问题和结论甚少，正是基于此现状，通过

借阅两类图的边控制集划分

[7]

，对扇形图的边控制集划分进行了探索。

Cockayme

等

[8]

引入了图的控制划分

数的概念，

Zelinka

[9-12]

研究了图的集边控制数。文中所指的图均为无向简单图，文中未说明的符号和术语同

于文献

[13-15]

。

设

G=

（

Ｖ

，

Ｅ

）为一个图，

Ｓ哿E

，

f

：

E→R

为一个实值函数，则简记

f

（

Ｓ

）

=

e∈ S

移

f

（

e

）。用

Ｖ

（

G

）和

E

（

G

）分别表示

G

的顶点集和边集。 对于任意边

e∈E

（

G

），

N

G

（

e

）表示

G

中与

e

相邻的边集，称为

e

的边邻域，

N

G

［

e

］

=N

G

（

e

）

∪{e}

意为

e

的闭边邻域。用

d

G

（

e

）

= N

G

（

e

） 表示

e

在

G

中的边度。

N

G

（

e

），

N

G

［

e

］和

d

G

（

e

）可分别简记为

N

（

e

），

N

［

e

］和

d

［

e

］。

F

n

（如图

1

所示）表示

n+1

阶扇形图，

F

m

，

n

（如图

2

所示）表示

m×n+1

阶广义扇形图。 本文中的

两类图

F

n

，

F

m

，

n

均可简记为

Ｇ

。

引理

1

[15]

设

G=

（

Ｖ

，

Ｅ

）为一个非空图，

Ｄ哿E

，如果对于任何一条边

e∈E－Ｄ

，均存在

e′∈Ｄ

使得

e

和

e′

相邻（即有一个公共端点），则称

D

为图

G

的一个边控制集。

定义

1

[15]

设

G=

（

Ｖ

，

Ｅ

）为一个图，

Ｅ

的一个划分

Ｅ＝

t

i = 1

∪

D

i

称为

G

的一个

t-

集边控制划分，如果每一个

D

i

（

i＝１

，

２

，…，

t

）均为图

G

的边控制集。 图

G

的集边控制数记为

d′

（

Ｇ

），其定义为

d′

（

Ｇ

）

＝max

｛

t｜

存在图

G

的

t-

集边控制划分｝。

引理

2

[9]

对于任何图

G

，

δ

（

G

）和

δ

e

（

G

）分别表示图

G

的最小度和最小边度，则有

δ

（

G

）

≤d′

（

Ｇ

）

≤δ

e

（

G

）

＋１

。
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图

1

扇形图

Fig.1 Fan graph

图

2

广义扇形图

Fig.2 Generalized fan graph

2

主要结果及证明

定理

1

对于扇形图

Ｆ

n

，设

n≥２

且

n

为整数，则有

d′

（

Ｆ

n

）

=

3

， 当

２≤n≤４

时；

4

， 当

n≥５

时

时

。

证明

Ｆ

n

＝Ｐ

n

∨Ｋ

１

，记

Ｋ

１

点为

v

０

，路

Ｐ

n

上的点

V

（

Ｐ

n

）

＝

｛

v

i

｜1≤i≤n

｝，边

E

（

G

）

=

｛（

v

０

v

i

）

｜1≤i≤n

｝

∪

｛（

v

i

v

i＋１

）

｜

1≤i≤n－１

｝。 下面对

Ｆ

n

进行边标号

１

，

２

，

３

，

４

…，使得相同标号的边集为一个边控制集。

情况

1

当

２≤n≤４

时，注意到引理

2

中关于图的集边控制数的上下界限。

子情况

1.1

当

n＝２

时，不难得到

E

（

G

）

＝３＝δ

e

（

G

）

＋１＝d′

（

G

）。

子情况

1.2

当

n＝３

时，用反证法证。 若

d′

（

G

）

＝４

，因为

E

（

G

）

＝５

，则说明有一条边为一个边控制集，产

生矛盾，所以

d′

（

G

）

＜４

；又容易给出标号：

f

（

v

０

v

1

）

=f

（

v

０

v

3

）

=3

，

f

（

v

０

v

２

）

＝２

，（

v

１

v

２

）

＝f

（

v

２

v

３

）

＝１

，即

d′

（

G

）

≥３

；故

d′

（

G

）

＝３

。

子情况

1.3

当

n＝４

时，证法同子情况

1.2

。 若

d′

（

G

）

＝４

，因为

E

（

G

）

＝７

，结果没有一条边为一个边控制

集，与假设矛盾，所以

d′

（

G

）

＜４

。 同样地，记

f

（

v

０

v

1

）

＝f

（

v

２

v

３

）

＝f

（

v

０

v

４

）

＝１

，

f

（

v

０

v

２

）

＝f

（

v

０

v

３

）

＝３

，

f

（

v

１

v

２

）

＝f

（

v

３

v

４

）

＝１

，即

d′

（

G

）

≥３

。 故

d′

（

G

）

＝３

。

情况

2

当

n≥５

时。 注意到标号规律关于

n

成

4

倍循环关系。

子情况

2.1

当

n≡１

（

mod4

）时，如图

1

所示，对于每个

k=1

，

２

，…，记

f

（

v

０

v

４k-3

）

=3f

（

v

４k-3

≠v

n

），

f

（

v

０

v

４k-２

）

＝４

，

f

（

v

０

v

４k-１

）

＝１

，

f

（

v

０

v

４k

）

＝２

，

f

（

v

０

v

n

）

=1;f

（

v

４k-3

v

４k-2

）

=1

，

f

（

v

４k-2

v

４k-1

）

=2

，

f

（

v

４k-１

v

４k

）

＝３

，

f

（

v

４k

v

４k＋１

）

＝４

。

即

d′

（

G

）

≥4

，此标号给出了一般规律。 又

d′

（

G

）

≤δ

e

（

G

）

＋１＝4

，故

d′

（

G

）

=4

。

子情况

2.2

当

n≡２

（

mod4

）时，如图

1

所示，对于每个

k=1

，

２

，…，记

f

（

v

０

v

４k-3

）

=3

，

f

（

v

０

v

４k-２

）

＝４

（

v

４k-２

≠v

n

），

f

（

v

０

v

４k-１

）

＝１

，

f

（

v

０

v

４k

）

＝２

，

f

（

v

０

v

n

）

=２;f

（

v

４k-3

v

４k-2

）

=1

，

f

（

v

４k-2

v

４k-1

）

=2

，

f

（

v

４k-１

v

４k

）

＝３

，

f

（

v

４k

v

４k＋１

）

＝４

。

即

d′

（

G

）

≥4

，此标号给出了一般规律。 又

d′

（

G

）

≤δ

e

（

G

）

＋１＝4

，故

d′

（

G

）

=4

。

子情况

2.3

当

n≡３

（

mod4

）时，如图

1

所示，对于每个

k=1

，

２

，…，记

f

（

v

０

v

４k-3

）

=3

，

f

（

v

０

v

４k-２

）

＝４

，

f

（

v

０

v

４k-１

）

＝１

，

f

（

v

４k-１

≠v

n

），

f

（

v

０

v

４k

）

＝２

，

f

（

v

０

v

n

）

=３;f

（

v

４k-3

v

４k-2

）

=1

，

f

（

v

４k-2

v

４k-1

）

=2

，

f

（

v

４k-１

v

４k

）

＝３

，

f

（

v

４k

v

４k＋１

）

＝４

。

即

d′

（

G

）

≥4

，此标号给出了一般规律。 又

d′

（

G

）

≤δ

e

（

G

）

＋１＝4

，故

d′

（

G

）

=4

。

论文优化了扇形图

Ｆ

n

的集边控制数结论及其证明过程，并将扇形图作了推广，确定了广义扇形图

Ｆ

m

，

n

的集边控制数。

V

0

V

1

V

2

V

3

V

n

V

O

V

m

，

n

V

３

，

n

V

２

，

n

V

１

，

n

V

１

，

３

V

２

，

３

V

３

，

３

V

１

，

２

V

２

，

２

V

３

，

２

V

１

，

１

V

２

，

１

V

３

，

１

V

m

，

１

90
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子情况

2.4

当

n≡０

（

mod4

）时，如图

1

所示，对于每个

k=1

，

２

，…，记

f

（

v

０

v

４k-3

）

=3

，

f

（

v

０

v

４k-２

）

＝４

，

f

（

v

０

v

４k-１

）

＝

１

，

f

（

v

０

v

４k

）

＝２

（

v

４k

≠v

n

），

f

（

v

０

v

n

）

=４;f

（

v

４k-3

v

４k-2

）

=1

，

f

（

v

４k-2

v

４k-1

）

=2

，

f

（

v

４k-１

v

４k

）

＝３

，

f

（

v

４k

v

４k＋１

）

＝４

。

即

d′

（

G

）

≥4

，此标号给出了一般规律。 又

d′

（

G

）

≤δ

e

（

G

）

＋１＝4

，故

d′

（

G

）

=4

。

综上所述，当

２≤n≤４

时，

Ｅ

（

G

）可划分成图

G

的

3

个不交的边控制集，即

d′

（

Ｆ

n

）

=3

；当

n≥5

时，

Ｅ

（

G

）可

划分成图

G

的

4

个不交的边控制集，即

d′

（

Ｆ

n

）

=4

。 定理

1

证毕。

定理

2

对广义扇形图，若且为整数，则

d′

（

Ｆ

m

，

n

）

=

3

， 当

m≥2

且

n=2

，

３

或

m=2

且

n＝４

时；

4

， 当

m≥3

且

n=4

或

m≥2

且

n≥5

时

时

。

证明 现将广义扇形图

Ｆ

m

，

n

上的点如图

2

所示进行标记，记

V

（

G

）

=

｛

v

０

｝

∪

｛（

v

i

，

j

）

｜1≤i≤m

，

1≤i≤n

｝，

E

（

G

）

=

｛（

v

０

v

m

，

j

）

｜1≤i≤n

｝

∪

｛（

v

i

，

j

v

i

，

j＋１

）

｜1≤i≤m

，

1≤j≤n－１

｝

∪

｛（

v

i

，

j

v

i+1

，

j

）

｜1≤i≤m-1

，

1≤j≤n

｝。

下面对

Ｆ

m

，

n

进行边标号

１

，

２

，

３

，

４

…，使得相同标号的边集为一个边控制集。

情况

1

当

m≥2

且

n=2

，

３

时，有

d′

（

Ｇ

）

＝３

。

子情况

1.1

当

m≥2

且

n=2

，记

f

（

v

i,1

，

v

i,2

）

=1

（

1≤i≤m

）。

当

i

为奇数时（

1≤i≤m-1

），记

f

（

v

i,1

，

v

i+1,1

）

=2

，

f

（

v

i,2

，

v

i+1,2

）

=3

；

当

i

为偶数时（

1≤i≤m-1

），记

f

（

v

i,1

，

v

i+1,1

）

=3

，

f

（

v

i,2

，

v

i+1,2

）

=2

。

即

d′

（

G

）

≥3

。 又

d′

（

G

）

≤δ

e

（

G

）

+1=3

，故

d′

（

G

）

＝3

。

子情况

1.2

当

m≥2

且

n=３

时，用反证法。 若

d′

（

G

）

＝４

，该情况的广义扇形图，即考虑定理

1

中当

n=３

时的情况。因为图的部分边

E

１

（

G

）

={

（

v

i, j

，

v

i, j+1

）

｜1≤i≤m

，

1≤j≤n-1}∪

｛（

v

i

，

j

v

i+1

，

j

）

｜1≤i≤m-1

，

1≤j≤n

｝可以用

1~4

来标号，而部分边

E

2

（

G

）

={

（

v

0

，

v

m

，

j

）

｜1≤j≤n}

不存在一条边构成一个边控制集的情况，与假设矛盾，所以

d′

（

G

）

＜4

。 这里

E

（

G

）

=E

1

（

G

）

∪E

2

（

G

）。 同时，不难得到

d′

（

G

）

=3

时的标号，即

d′

（

G

）

≥3

。 故

d′

（

G

）

=3

。

情况

2

当

m=2

且

n=4

时，证法同子情况

1.2

，即考虑定理

1

中当

n=4

时的情况。 故

d′

（

G

）

=3

。

情况

3

当

m≥3

且

n=4

时，与情况

2

不同的是，边控制集标号在边

{

（

v

i, j

，

v

i+1, j

）

｜1≤i≤m-1

，

1≤j≤n}

上

得到了延伸，而其边集

E

2

（

G

）正好可以用

4

个边控制集来进行标号，如图

3

所示，可以很清晰地发现规律。

故

d′

（

G

）

=4

。

情况

4

当

m≥2

且

n≥５

，

d′

（

Ｇ

）

＝４

。 注意到标号规律关于

n

成

4

倍循环关系。

子情况

4.1

当

m＝2

且

n≡１

（

mod4

）时，如图

2

所示，对于每个

k=1

，

2

，…记

f

（

v

1

，

2k-1

，
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图

3

广义扇形图

1

Fig.3 Ｇenera lized fan graph 1

图

4

广义扇形图

2

Fig.4 Ｇenera lized fan graph 2

�

综上所述，当

m≥2

且

n=2

，

3

，或

m=2

且

m=4

时，

E

（

Ｇ

）可划分成图

G

的
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个不交的边控制集，即

d′

（

F

m

，

n

）

=3

；当

m≥3

且

n=4
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m≥2
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E

（

Ｇ
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G
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4
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n
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。 定理

2

证毕。
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Ａbstract

：

Through classification and summarization, this paper studied the edge control set partition for some

graphs concerning fan graph, and optimized the conclusion and proof process of set edge control number for the
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from existing papers. This paper also put forward generalized fan graphF
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and obtained the set

edge control number with higher accuracy.
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