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摘要：为了更好地使用编码计算提高分布式机器学习算法运行效率，需要对大规模矩阵乘法的编码计算方案性能开销进行充

分的研究。 该文考察了面向大规模矩阵乘法的编码计算方案的任务完成时间，同时也考虑了所有参与分布式计算的节点总的

计算开销，给出了各个工作节点完成计算任务的时间，均匀分布场景下总的任务完成时间和集群机器总的计算时间的表达式，

对比分析了 3 种编码方案的性能，并通过实验对比了不同情况对任务完成时间与计算节点总计算开销影响，提出了一个启发

式算法，提供了不同编码计算方案的选择依据。
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Abstract：With the growth of machine learning algorithm models and data sets, a single node cannot effectively
bear the computing and storage requirements required for large -scale training. A common solution is to run
large-scale machine learning algorithms on distributed clusters. However, the performance of distributed clusters
is significantly affected by stragglers. In recent studies, researchers have used coding calculations to solve the
straggler problem, but the performance of coding calculation schemes for large-scale matrix multiplication has
not been fully studied and analyzed. This paper examines the task completion time of the coding calculation
scheme for large-scale matrix multiplication, and considers the total calculation overhead of all nodes participat-
ing in distributed computing. The expression of the task completion time for each working node to complete the
calculation task according with the total time under the uniform distribution scenario and the total computing
time of the cluster machines is given. The performance of the three coding schemes is compared and analyzed.
The effects of different situations on the task completion time and the total computing cost of the computing node
are compared through experiments, and a heuristic algorithm is proposed to provide the basis for the selection of
different coding calculation schemes.
Key words： coding computing; distributed machine learning; matrix multiplication; lagging nodes; performance
research

DOI:10.16749/j.cnki.jecjtu.20210706.012



华 东 交 通 大 学 学 报 2021 年

Citation format：WANG Y，WANG X L，LAI H D，et al. Research on the performance of coding calculation for
large-scale matrix multiplication[J]. Journal of East China Jiaotong University，2021，38（3）：41-51.

互联网的飞速发展和大数据处理框架的进步
推动了大规模的机器学习部署，并促进了分布式机
器学习算法在更多领域中的应用[1-5]。 为了更高效地
利用大数据训练更准确的大模型，在机器学习中引
入大量矩阵乘法， 一旦采用了分布式机器学习模
式，就意味着大量矩阵乘法的分布式计算。 然而，分
布式集群中存在某些计算节点由于各种因素的影
响（如节点失效、系统故障、通信瓶颈等），计算速度
会以某种随机的方式变慢，从而使分布式机器学习
算法执行时间增加，成为分布式计算系统的主要瓶
颈[6]，这种节点被称作掉队节点。 目前减缓掉队节点
影响的方法主要是增加某种形式的“计算冗余”，例
如，采用副本的方式在多个节点上执行相同的计算
任务[7]。 然而，最近的研究结果表明，编码计算可以
更加有效地减轻掉队节点的影响[8-12]，同时相较于副
本方案成本更低。

Tandon 等 [13]研究了分布式系统中梯度计算的
最优编码设计， 提出了一种新的编码计算方案，用
于计算函数的和，展示了对梯度进行编码可以提供
同步梯度下降法对失效节点和掉队节点的容忍。 他
们根据工作节点运行速度变慢的程度将掉队节点
分成完全掉队节点（Full Stragglers）和部分掉队节点
（Partial Stragglers）两种，针对这两种情况，提出了一
种编码方案来实现机器学习集群对掉队节点的鲁
棒性。 Ye 等[14]提出了通信计算高效梯度编码方案，
它从计算负载、掉队节点容忍和通信成本 3 个方面
描述了梯度计算的基本权衡。 Li 等 [15]提出了一种
MapReduce 的编码框架，称为“Coded MapReduce”，
它在 r（r∈N）个精心选择的节点上分配每个任务的
映射计算，以使网络内的节点减少 r倍的通信负载。
Li 等 [16]将文献[15]中提出的编码思想应用于 Tera-
Sort，提出了一种新的分布式排序算法“Coded Tera-
Sort”， 大大提高了 Hadoop MapReduce 中 TeraSort
基准的执行时间。 Reisizadeh 等 [17]研究由各种不同
性能的计算机组成的通用异构分布式计算集群，
提出了一个编码框架， 通过交换冗余来减少计算
延迟， 从而加速存在掉队节点的异构集群的分布
式计算。 Ferdinandn 等 [18]提出了一种用于近似矩阵

乘法的任意时刻编码方案， 通过近似计算的形式
来加速分布式计算。 Dutta 等 [19]考虑了存在掉队节
点的情况下， 使用并行处理器计算两个长向量的
卷积问题， 提出了存在截止时间的卷积问题的编
码计算方案。 Park 等 [20]提出了一个由工作节点组
成的层次计算结构。

上述研究都是通过提出编码方案来增加对掉
队节点的鲁棒性，并未对各自编码方案的性能开销
展开研究，本文重点考察了面向分布式机器学习的
各编码计算方案的任务完成时间和机器计算总时
间两类开销。 本文定义了面向分布式机器学习的编
码计算的两个性能指标：一是某个使用该编码方案
的计算任务完成时间，即完成整个计算任务所需要
的时间；二是整个计算任务的机器计算总时间，即整
个分布式计算系统中所有工作节点对该计算任务
进行计算的时间的总和。 通过计算由 n个工作节点
组成的分布式系统中第 i个完成计算任务的节点的
密度函数，给出工作节点计算任务完成时间符合均
匀分布场景下计算任务的完成时间和机器计算总
时间的表达式；对比分析了这一场景下 3 种应用于
矩阵乘法的编码方案的完成时间和机器计算总时
间，并通过实验对比了指数分布场景下不同情况对
任务完成时间与计算节点总计算开销影响， 提供了
计算方案选择的依据。

1 分布式计算开销示例

在机器学习算法中，我们经常要执行矩阵乘法
的操作。 我们考虑这样一个矩阵乘法问题：通过输
入矩阵 A和向量 X计算出矩阵 B=AX。由于工作节
点的内存大小有限，矩阵 A 按列被分成 3 个大小相
等的子矩阵，即 A=[A1 A2 A3]，计算工作分别在图 1
和图 2所示的两个分布式计算系统中进行的。

图 1所示的分布式计算系统由 1 个主节点和 3
个工作节点组成，每个工作节点分别预先存储子矩
阵 A1，A2，A3中的一个，且各个节点存储的矩阵互不
相同。 主节点将向量 X 发送给每个工作节点，工作
节点 Wi（i=1，2，3）将本地存储的矩阵与向量 X 进行
乘法运算。 主节点接收到 3 个工作节点的计算结
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假设图 2 中 5 个计算节点的完成时间分别为
2，4，6，8，10 ms， 主节点在接收到任意 3 个节点的
计算结果后就立刻通知剩余的其他 2 个节点停止
计算（根据 MDS 编码性质，任意 3 个节点的计算已
足够得到矩阵 B），所以任务完成时间 T＝6 ms，机器
计算总时间 C＝2+4+6+6+6=24 ms。

从上述结果可以看出， 相较于未编码方案，虽
然编码方案的任务完成时间减少了，但是机器计算
总时间比未编码方案更高。

2 模型建立

在一个由 1 个主节点和 n 个工作节点组成的
分布式计算系统中， 由于每个工作节点内存有限，
先将总的计算任务分成若干个大小相等的子任务，
然后使用编码技术将这些子任务编码成 n 个大小
相同的编码计算任务，发送给每个工作节点进行计
算，主节点在接收到任意 k 个工作节点的计算结果
后，即可计算出最终结果。
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果， 可计算出 B。 假设图 1的计算系统中节点 W1，
W2和 W3的计算任务完成时间 （T） 分别为 2，6 ms
和 10 ms，那么第一个计算系统 T＝10 ms，机器计
算总时间 C＝2+6+10=18 ms。

图 2所示的分布式计算系统由 1 个主节点和 5
个工作节点组成，使用（5，3）MDS 编码将矩阵 A 分
成的 3 个子矩阵编码为 5 个编码矩阵 A1，A2，A3，
A1+A2+A3，A1+2A2+3A3，并分别预先存储在 5 个工作
节点 W1，W2，W3，W4，W5中。主节点将向量 X发送给
每个工作节点，工作节点 Wi（i=1，2，3，4，5）将本地

存储的矩阵与向量 X 进行乘法运算，并在完成计算
任务后，将结果发送回主节点。一旦主节点接收到 5
个计算结果中的任意 3 个，其他工作节点就会停止
工作，主节点就可以计算出 AX。 例如，当主节点接
收到 A1X，A3X 和（A1+A2+A3）X 时，它可以通过计算
（A1+A2+A3）X-A3X－A1X 得到 A2X，然后计算出 AX。
这一编码方案，相较于未编码方案必须接收到全部
计算结果才能完成最终计算，能容忍 2 个节点计算
速度较慢或完全失效。
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图 1 未编码方案示例
Fig.1 Illustration of uncoded scheme

M

T=t3=10 ms
C=t1+t2+t3=2+6+10=18 ms

M

T=t2=6 ms
C=t1+t2+t2+t4+t2=2+6+6+4+6=24 ms

A1

AX

A1X W1t1=2

t2=6

t3=10

t4=4

t5=8

M

A1W1

M X

W2

W3

W4

W5

A2

A3

A1+A2+A3

A1+2A2+3A3

A2X

A3X

（A1+A2+A3）X

（A1+2A2+3A3）X

W2

W3

W4

W5

A2

A3

A1+A2+A3

A1+2A2+3A3
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Fig.2 Illustration of coding scheme
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我们通过以下两个性能指标评估一个编码方
案的性能：

任务完成时间（T）：从主节点将子任务分配给
每个工作节点开始，直到主节点接收到足够多的工
作节点提交的计算结果，能够完成整个计算任务所
需要的时间；

机器计算总时间（C）：整个分布式计算系统中所
有工作节点对该计算任务进行计算的时间的总和。

假设这 n 个工作节点的计算任务完成时间分
别为 t1，t2， …，tn， 记 Xi为这些任务完成时间中第 i
个最小的完成时间

T勖Xk （1）

C勖
k

i=1
ΣXi+（n-k） Xk （2）

由于接收到 k 个工作节点的计算结果后，主节
点即可计算出最终结果，任务完成时间 T 为主节点
接收到第 k 个计算结果的时间，即 Xk。 此时分布式
计算系统的计算任务就已完成，主节点会向所有工
作节点发送一个停止工作的信号，未完成计算任务
的（n-k）个工作节点也在 Xk时刻停止计算，机器计
算总时间 C即为式（2）所示。

由于工作节点在进行计算任务时可能会由于
各种原因导致计算速度相较于正常节点更慢或是
更快，使得每个工作节点完成计算任务的时间可能
会不同，每个工作节点计算任务的完成时间 ti（i∈
{1，2，…，n}）是一个独立同分布的连续随机变量，具
有概率分布 F 和密度函数 f。 为了得到 Xi 的分布，
因 Xi 小于或等于 x 当且仅当这 n 个节点的计算时
间 X1，X2，…，Xn至少有 i个小于或等于 x。

P{Xi≤x}=
n

k=1
Σ nΣΣk

（F（x））k（1-F（x））n-k （3）

微分可得 Xi的密度函数如下

fXi（x）=f（x）
n

k=1
Σ nΣΣk

k（F（x））k-1（1-F（x））n-k

= n!
（n-i）! （i-1）! f（x）F（x）i-1（1-F（x））n-i （4）

上面的密度十分直观，为了使 Xi等于 x，n 个值
X1，X2， …，Xn中的 i-1 个必须小于 x，n-i 个必须大
于 x，而且有一个必须等于 x。 现在，对于指定的 i-1
个 Xi的每个成员都小于 x，指定的 n-i 个 Xi的每个

成员都大于 x， 而余下的值等于 x 的密度概率是
（F（x））i-1（1-F（x））n-i f（x）。 于是，由于 n个随机变量

分成这样 3 组不同划分数为 n!
（n-i）! （i-1）! ， 得到

了上述的密度函数。
在分布式计算系统中， 存在这样一种情形，工

作节点的计算速度不仅仅会因为某些原因变慢，还
会因为一些原因变快。 例如系统中大多数的计算节
点要同时执行若干计算任务，而当一些节点只执行
更少的甚至只有一个计算任务时，计算速度会随之
不断增加。 假设工作节点在执行一个计算任务时，
节点的计算完成时间最快为 a，最慢为 b，每个工作
节点的完成时间在（a，b）上是等可能的，那么这些
工作节点的计算完成时间在 （a，b） 上服从均匀分
布。 另外，由于 b的取值可以无限大，而 a的取值最
小为一个大于 0 的值，为了便于实际计算，可以取

大多数节点的完成时间为 a+b
2 ，再根据具体情形确

定 a和 b的值。

均匀分布的概率分布为 F（x）= x-a
b-a ， 密度函数

为 f（x）= 1
b-a ，a < x < b，代入式（4）可得

fXi（x）=
n!

（n-i）! （i-1）! ·
1
b-a·

x-a
b-aΣ Σ

i-1

1- x-a
b-aΣ Σ

n-i

= n!
（n-i）! （i-1）! ·

（x-a）i-1（b-x）n-i
（b-a）n （5）

求解该密度函数的期望为

E［fXi（x）］=
b

a乙 n!
（n-i）! （i-1）! ·

（x-a）i-1（b-x）n-i
（b-a）n x dx

=a+ （b-a）in+1 （6）

任务完成时间， 即第 i 个计算任务的完成时间
为

T=a+ （b-a）in+1 （7）

机器计算总时间为

C= a+ b-a
n+1Σ Σ+ a+ 2（b-a）

n+1Σ Σ+…+ a+ i（b-a）
n+1Σ Σ+

（n-i） a+ i（b-a）
n+1Σ Σ=na+ i（b-a）

n+1 （ 1－i2 +n） （8）

3 3种编码方案性能的对比分析

对于给定的任何一种编码策略，本文将完成一
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图 3 矩阵乘法问题示例
Fig.3 Example of matrix multiplication problem

个计算任务所需等待的最小工作节点数定义为该
编码策略的恢复阈值。 也就是说，如果任何大小不
小于恢复阈值的工作节点子集完成了它们的工作，
主节点就能够计算出最终结果。 在本文中，恢复阈
值可以理解为：当主节点接收到这 n 个工作节点中
最快的前 i个工作节点的计算结果后， 即可计算出
最终结果。

在计算各编码方案的任务完成时间 T 和机器
计算总时间 C 之前，必须要说明的是，由于编码方
案的不同，每种编码方案中工作节点的计算量是不
同的，因而计算时间也不相同。 这在模型中可以体
现为，当工作节点的计算时间符合均匀分布的场景
下，各个编码方案的区间（a，b）会有不同。 为了方
便，本文将进行一次乘法的计算量记为 1，进行加法

的计算量忽略不计， 如一个 1×n的向量与一个 n×1
的向量相乘的计算量为 n， 而一个 n×1 的向量与一
个 1×n的向量相乘的计算量为 n2。

为了更好的对比各个编码方案任务完成时间 T
和机器计算总时间 C， 还需要给这些编码方案构造
一个相同的计算场景，目标都是通过输入矩阵 A 和
B计算出 H=ATB，如图 3所示。矩阵 A的维度为 Z×
X，矩阵 B的维度为 Z×Y，计算任务是在拥有 1 个主
节点和 N个工作节点的分布式系统中进行。 其中，
两个输入矩阵分别被（任意）划分为 p×m 和 p×n 个
子矩阵块，每一个输入矩阵划分的子矩阵大小是
相同的，且每个工作节点只能在本地存储 2 个子
矩阵。 另外，每个编码方案的 p，m，n 的取值是不
同的。

目前最常用于矩阵乘法的编码方案为： 一维
MDS编码、乘积编码、多项式编码。本文将对这 3种
编码方案进行介绍以及实验对比其性能。
3.1 一维MDS编码方案

一维 MDS 编码方案是 Lee 等[21]对文献[22]的编
码思想进行扩展得出的， 将 MDS 码在一个输入矩
阵中加入冗余数据这种方法称为一维 MDS 码（1D
MDS码）。 该编码方案的思想是:将大矩阵乘法的问
题看作 n 个小矩阵乘法的问题，即 ATB=［ATb1 ATb2
… ATbn］， 然后对 n 个小矩阵中的每一个分别应用
MDS编码矩阵乘法。假设 N=nk，工作节点被分成大
小为 k的 n个组，每个组都专门计算一个 ATbj。例如

对于第一个组，它用于计算 ATb1，该方案首先使用
（k，m）MDS 编码对矩阵 A 的沿列分成的 m 个大小
相同的子矩阵进行编码， 以获得 k 个编码矩阵，比
如 a1到 ak，然后将 aiTb1的计算分配给这组的第 i 个
工作节点，以此类推。 MDS 编码计算的计算时间由
n个组的计算时间中的最大值决定， 每个组的计算
时间由组中 k 个工作节点中第 m 个完成计算任务
的工作节点决定。

图 4 所示为 N =3，m =2，n =1，p =1 时的 1D
MDS 编码方案示例 ， 主节点接收到 3 个工作节
点中的任意 2 个返回的计算结果后 ， 即可计算
出矩阵 H。
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图 4 3 工作节点的 1D MDS 码示例
Fig.4 Illustration of 1D MDS code with 3 work nodes

A0
TB A1

TB （A0+A1）TB

1D MDS 编码方案的恢复阈值为 N-Nn +m，每

个工作节点的计算量为 ZXY
mn ， 在均匀分布场景

下 该 方 案 的 任 务 完 成 时 间 为 ZXY
mn a +

ZXY
mn （b-a）（N-Nn +m）

N+1 ， 机 器 计 算 总 时 间 为

ZXYN
mn a+

ZXY
mn （N-Nn +m）（b-a）

N+1 （
1－（N-Nn +m）

2 ＋

N）。其中 a，b分别为工作节点在执行一个计算任务
时的最快计算完成时间和最慢计算完成时间，每个
工作节点的完成时间在（a，b）上是等可能的。
3.2 乘积码编码方案

乘积码矩阵乘法是 Lee 等 [21]中提出的一种基
于乘积码的编码方案， 它在两个输入矩阵中都加
入了冗余， 但是该方案只是针对 m=n 的情况设计
的。 乘积码矩阵乘法编码方案先把工作节点分配

成（ N姨 × N姨 ）的矩阵，接着将矩阵 A 沿着列分

成 m 个子矩阵，用（ N姨 ，m）MDS 码编码成 N姨
个编码矩阵，然后分配给工作节点的 N姨 列，其中
每一列分配的编码矩阵是相同的。 同理，将矩阵 B
沿着列分成 m 个子矩阵， 编码后分配给工作节点

的 N姨 行。 根据 MDS 码的特性，主节点在获得该
行/列中的任意 m 个结果后， 即可对整行/列进行
解码。 因此，主服务器可以在行和列上迭代地解码
MDS 编码块，直到输出完整的矩阵 H 为止。

图 5 所示为 N=9，m=2，n=2，p=1 时的乘积码编
码方案示例，主节点接收到 9 个工作节点中的任意
6个返回的计算结果后，即可计算出矩阵 H。

乘积码编码方案的恢复阈值为 2（m-1） N姨 -

（m-1）2+1，每个节点的计算量为 ZXY
mn ，在均匀分布

场 景 下 该 方 案 的 任 务 完 成 时 间 为 ZXY
mn a +

ZXY
mn （b-a）（2m-1） N姨 -（m-1）2+1）

N+1 ， 机器计算总

时 间 为 ZXY
mn Na·

ZXY
mn （2m-1） N姨 -（m-1）2+1）

N+1

（ 1-（（2m-1） N姨 -（m-1）2+1）
2 +N)。

3.3 多项式码编码方案
多项式码编码方案是 Yu 等 [23]提出的一种编码

计算策略，利用编码理论的思想来设计工作节点上
的中间计算，以实现对掉队节点的容忍。 该方案首
先沿着列将 2 个输入矩阵分别平均分成 m 和 n 个
大小相等的子矩阵

A=[A0 A1 … Am-1 ]
B=[B0 B1 … Bn-1 ]

然后给每个工作节点 i（i∈{0，1，…，N-1}）分配
一个数字 xi，同时使得所有的 xi 都互不相同，在工
作节点 i本地存储以下 2个编码子矩阵

A軒 i=
m-1

j = 0
ΣAjxij，B軒 i=

n-1

j = 0
ΣBjxijm （10）

每个工作节点 i对本地存储的 2 个编码矩阵继续
乘法运算，得到以下结果并将其发送给主节点

H軗 i=A軒 i
TB軒 i=

m-1

j = 0
Σ

n-1

j = 0
ΣA軒 i

T Bkxij+km （11）

也就是以下多项式在 x=xi处的值

h（x）劬
m-1

j = 0
Σ

n-1

k = 0
ΣAj

T Bkxij+km （12）

由于所设计的计算策略具有特殊的代数结构，
解码过程可以看作是一个多项式插值问题 (或是一
个解码 Reed-Solomon码的问题)，可有效求解。这种
多项式编码的主要创新之处和优点在于，通过精心
设计编码子矩阵的代数结构，可以确保工作节点上
的任何 mn 个中间计算都足以在主节点上恢复矩阵
乘法的最终乘积。 从某种意义上来说，这是在中间

图 5 9 工作节点的乘积码示例
Fig.5 Illustration of product code with 9 work nodes

A0
TB A1

TB

A0
T（B0+B1）

A0
TB1 A1

TB1 （A0+A1）TB1

（A0+A1）TB

A1
T（B0+B1）

（A0+A1）T
（B0+B1）

（9）
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从表中结果可以看出，编码方案与未编码方案
相比：编码方案的任务完成时间普遍要短，这是因
为每种编码方案只需等待达到其恢复阈值的工作
节点子集完成计算任务即可得到最终结果，而不必
等待所有节点完成计算任务；但是编码方案的机器
计算总时间普遍更长， 这是因为相较于未编码方
案，编码方案使用了更多的工作节点来完成计算任
务。 将 3 种编码方案进行对比：乘积码的任务完成
时间和机器计算总时间相较于 1D MDS 编码方案
都要短，这是由于乘积码的恢复阈值更低；多项式
码在 3 种编码方案中，任务完成时间和机器计算总

方案 其他参数值 T/ms C/ms

未编码方案 m=2，n=2，p=1 118.4 320

1D MDS 码 m=2，n=2，p=1 91.2 1 121.9

乘积码 m=2，n=2，p=1 76.2 1 008.9

多项式码 m=2，n=2，p=1 46.1 692.7

表 1 未编码方案和 3 种编码方案的对比
Tab.1 Comparison between uncoded scheme and three

coding schemes

王 艳，等：面向大规模矩阵乘法的编码计算性能研究

多项式码编码方案的恢复阈值为 mn， 每个节

点的计算量为 ZXY
mn ， 在均匀分布场景下该方案的

任务完成时间为 ZXY
mn a+ ZXY（b-a）N+1 ，机器计算总时

间为 ZXYN
mn a+ ZXY（b-a）N+2 （ 1-mnN+2 ＋N）。

另外，在多项式编码的基础上，Yu 等 [24]提出了
纠缠多项式编码方案， 实现了 pmn+p-1 的恢复阈
值；Dutta 等[25]提出了 MatDot 编码方案，实现了 2m-
1的恢复阈值。 由于这几种方案都是通过设计编码
子矩阵的代数结构实现对掉队节点的容忍，本文仅
将多项式编码方案与其他编码方案进行对比分析。

4 实验及结果

为了更加直观的比较各个编码方案的任务完
成时间 T 和机器计算总时间 C，我们通过实验对
3种编码方案的性能指标进行了测试。

本文使用 Python 语言实现了 3 种编码方案的
编码计算过程。 当编码参数设置为 a=1，b=9，X=Y=
Z=4，N=16 时， 本文分别对未编码方案和 3 种编码
方案的任务完成时间 T 和机器计算总时间 C 进行
了数值上的测量，实验结果如表 1所示。

图 6 5 工作节点的多项式码示例
Fig.6 Illustration of polynomial code with 5 work nodes
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A軒3=A0+3·A1

B軒3=B0+32·B1

A軒4=A0+4·A1

B軒4=B0+42·B1

H軗0=A0
TB0+0·A1

TB0+02·A0
TB1+03·A1

TB1

H軗1=A0
TB0+1·A1

TB0+12·A0
TB1+13·A1

TB1

H軗4=A0
TB0+4·A1

TB0+42·A0
TB1+43·A1

TB1

H軗3=A0
TB0+3·A1

TB0+32·A0
TB1+33·A1

TB1

H軗2=A0
TB0+2·A1

TB0+22·A0
TB1+23·A1

TB1

Master
Dccoling

Compute H=ATB
from any four
computation results
using polynomial
interpolation

Data assignment Computation

计算中创建了一个 MDS 结构， 而不是像以前的工
作那样仅仅是对矩阵进行编码。

图 6 所示为 N=5，m=2，n=2，p=1 时的多项式码

编码方案示例，主节点接收到 5 个工作节点中的任
意 4个返回的计算结果后，即可计算出矩阵 H。
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从图 7 中可以看出， 随着工作节点数 N 的增
加，3 种编码方案的机器计算总时间 C 都在不断
增加，而任务完成时间 T 都在不断减小，这说明增
加更多的冗余工作节点，能更快的完成计算任务，
但是计算任务成本开销也会相应地增加。 另外，从
图中还可以看出，在 C 增加到一定程度后， T 的减
小会变得缓慢， 这说明增加的冗余达到一定程度
之后， 再继续增加冗余， 成本开销依然会继续增
加， 但是任务完成时间却减少的很慢甚至不再减
少，此时收益很低。

当输入矩阵 A和 B划分成的子矩阵数量不同，
即参数 m，n 不同时，我们通过实验对编码方案的任
务完成时间 T和机器计算总时间 C进行了研究。 以
多项式码编码方案为例，当 a=1，b=9，X=Y=Z=4 时，
本文分别给出了 m，n 取值不同的情况下 T 和 C 的
变化情况，研究结果如图 8和图 9所示。

从图 8 可以看出，当给定 N 时，选择 m×n 较大
的输入矩阵划分方案，可以得到较小的 T，这是因为
当划分成的子矩阵越小时，每个工作节点的计算量
就越小，因而工作节点的工作时间也就越短。 但是，

时间的表现都是最优，这是因为在给定其他参数情
况下 3种编码方案 p，m，n 的取值都相同时，多项式
码的恢复阈值远小于另外两种编码方案，但是该方
案额外增加了主节点的编解码，是以增加主节点的
计算时间为代价的。
4.1 编码方案的参数选择

选定一个合适的编码方案之后，比如某用户准
备使用多项式编码计算方案对 2 个大小为 100×100
的矩阵进行乘法计算，若该用户选择将两个输入矩
阵分别划分为 4 个大小相同的子矩阵， 即 m=n=4，
假设该用户选择在 20 个工作节点上执行计算任
务，且在该用户选择的工作节点的工作环境下 a=1，
b=9，那么此时任务完成时间 T=443 252 ms，机器计
算总时间 C=4 824 405 ms。 若是该用户选择将两个
输入矩阵分别划分为 4 个大小相同的子矩阵，即
m=n=5，假设该用户选择在 29个工作节点上执行计
算任务，且在该用户选择的工作节点的工作环境下
a=1，b=9 ， 那么此时任务完成时间 T=306 667 ms，
机器计算总时间 C=4 573 333 ms。 从上述例子中可
以看出，不同的参数选择会导致机器计算总时间 C，
即资源消耗的不同。 那么我们又面临着这样一个新
的问题：如何选择编码方案的参数，使得用于编码
计算任务的资源消耗最少。

将这一问题使用数学语言可以描述为: 在给定
工作节点数量 N 和任务完成时间 T 的限制时，如何
选择 m，n，N 和其他参数的值， 使得机器计算总时
间 C最小。

要研究选择 m，n，N 和其他参数的值， 使得机
器计算总时间 C 最小，我们首先要了解机器计算总
时间 C 与这些参数之间有什么关系，即参数变化时
C 的变化趋势。 另外，由于对工作节点数量 N 和任
务完成时间 T 的限制可以理解为给定了 N 和 T 的
上限，并不代表着所给工作节点数量 N 和任务完成
时间 T 的值就是最终结果，我们还需要对工作节点
数量 N和任务完成时间 T 进行研究，分析这两个参
数之间、两个参数与机器计算总时间 C 之间以及两
个参数与其他参数之间的关系。

我们首先对前文求出的 3 种编码方案的任务
完成时间 T 和机器计算总时间 C 的表达式进行研
究。 从 3 种编码方案性能指标的表达式中，可以很
明显地观察到，当其他参数保持不变时，增加 Z，X，
Y的值，T 和 C 都会随之增加；增加 mn 的值，T 和 C

都会随之减小。 但是当 N 增加时，T 和 C 的值不容
易判断，本文又对工作节点数 N 变化的情况下 3 种
编码方案的 T和 C的变化情况进行了实验分析。在
其他参数分别设置为 a=1， b=9，X=Y=Z=100，m=n=5，
p=1时，计算出 N分别取值为 30，35，40，45，50，55，
60，65，70，80，90，100，120，160，200，240，280，320，
360时各编码方案的 T和 C的值，如图 7所示。

10 MDS Code
Product Code
Polynomia Code

C/ms

T/
m
s

0 10 20 30 40 50 60 70 80

图 7 3 种编码方案在不同 N 取值下的 T 和 C 变化情况
Fig.7 Changes of T and C in three coding schemes with

different values of N

40
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从图 9 可以看出，当给定 N 时，选择 m×n 较大
的输入矩阵划分方案，可以得到较小的 C。这是因为
当工作节点的总数量保持不变时，每个工作节点的
工作时间减少， 机器计算总时间自然也就随之减
少。 此外，当工作节点数量 N 与多项式码的恢复阈
值 mn 相等时， 也就是说在分布式计算系统中没有
冗余存在，此时无论 N 的取值如何变化，多项式编
码方案的机器计算总时间 C 总是相等的，这是由 C
的计算表达式决定的，这也是多项式编码方案的机
器计算总时间 C如图 7变化的原因。

4.2 参数的启发式算法
在对 4.1 节实验结果进行分析的基础上， 本文

给出了在给定 T 和 N 的上限时， 如何选取 m，n，T
的值来最小化机器计算总时间 C 的启发式算法，算
法过程如下所示：

输入：矩阵维度 X，Y，Z，计算节点完成最快时
间 a，最慢时间 b，给定 T和 N的上限；

输出：计算总时间 C的预测值，及最小化 C的参
数 m，n的取值，任务完成时间 T和工作节点数量 N；

1） 根据输入矩阵大小求出所有可用的矩阵划
分方案 m和 n的可能值；

2） 根据用户所给的任务完成时间 T 的限制选
择合适的 m和 n的取值；

3） 根据工作节点数量 N 的上限判断在给定 T
和上限内是否能完成计算工作；

4） 若能则给出使得机器计算总时间 C 最小的
各项参数的取值。

在算法中输入给定的任务完成时间 T 和工作
节点数量 N 的上限以及需要进行乘法计算的矩阵
大小， 然后算法会输出可以使得机器计算总时间 C
最小化的参数 m，n 的取值，任务完成时间 T 和工作
节点数量 N 的预测值以及机器计算总时间 C 的预
测值。

当算法输入为 a=1，b=9，X=Y=Z=100，N=46，
T=200 000 ms时，输出为 m=2，n=20 或 m=4，n=10 或
m=10，n=4 或 m=20，n=2，T=195 212.8 ms，C=5 660
638.3 ms。

在 mn不同取值下 C 的取值如表 2 所示， 可以
看出算法结果的确可以输出使得机器计算总时间 C
最小化的参数 m，n的取值。

王 艳，等：面向大规模矩阵乘法的编码计算性能研究

图 9 m 和 n 值不同时多项式编码框架的 C 的变化情况
Fig.9 Changes of C for polynomial code scheme with

different values of m and n

并非是选择的 m×n 越大的输入矩阵划分方案，编码
计算方案的整体运行时间就越短。 因为选择的 m×n
越大，根据多项式编码方案的编码原理，进行计算
所需要的工作节点数量自然也就越多。 另外，一个
编码计算方案的运行过程并不是只涉及工作节点
的工作时间， 还有主节点在对初始子矩阵进行编
码生成编码子矩阵以及对编码子矩阵进行解码得
到最终计算结果所花费的编解码时间。 多项式方案
需要给每个工作节点 i 发送以下两个编码子矩阵：

A軒 i=
m-1

j = 0
ΣAjxij，B軒i=

n-1

j = 0
ΣBjxijm 。

可以看出，当 m 和 n 的取值越大时，编码子矩
阵就越复杂，生成编码子矩阵以及对编码子矩阵
进行编解码所需要的时间也就越长。 m 和 n 的取
值越大并不能使进行编码计算任务花费的全部时
间越短。

×102

图 8 m 和 n 值不同时多项式编码框架的 T 的变化情况
Fig.8 Changes of T for polynomial code scheme with

different values of m and n
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5 结论

1） 本文对基于分布式机器学习的编码方案的
性能开销进行了研究和分析，计算出了 n 个工作节
点中第 i 个完成计算任务的节点的密度函数，并给
出了工作节点计算任务完成时间符合均匀分布
场景下计算任务的任务完成时间 C 和机器计算
总时间 T 的表达式。

2） 分析对比了 3 个应用于矩阵乘法的编码方
案与未编码方案的任务完成时间和机器计算总时
间，提供了计算方案选择的依据。 并且在此基础上，
通过 Python实验了指数分布情况下的编码方案并实
验得出了其任务完成时间 C 和机器计算总时间 T，
还在此基础上进行实验，对 3种编码方案进行比较。

3） 在此基础上还对参数选择进行分析， 提出
一个启发式算法为参数的选择提供参考。
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