
第 42卷第 1 期
2025年2月

华 东 交 通 大 学 学 报
Journal of East China Jiaotong University

Vol. 42 No. 1
Feb., 2024

收稿日期：2024-02-24
基金项目：国家自然科学基金项目（11861032，11961026）；江西省自然科学基金项目（20202BABL201010）

文章编号：1005-0523（2025）01-0120-07

平面二部图的Clar覆盖多项式

刘 莹 1，王广富 2，高新宇 1

（1. 华东交通大学理学院，江西 南昌 330013; 2. 烟台大学数学与信息科学学院，山东 烟台 264000）

摘要：Clar覆盖多项式是表征分子图共轭体系电子结构的一种方法。通过研究平面二部图的Clar覆盖多项式，可以深入探讨

相关分子图的共振理论及其性质。基于平面二部图的Clar覆盖多项式的相关定理，利用生成函数的方法计算平面二部图的

Clar 覆盖多项式；推导出一类特殊图的 Clar 覆盖多项式的递推关系，并利用生成函数的方法计算两类 Cata 型平面二部图的

Clar覆盖多项式的显式表达式。根据平面二部图的Clar覆盖多项式，可以了解化学分子的电子结构，预测其化学性质和反应

行为，并设计新的分子结构。
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Abstract: The Clar covering polynomial of molecular graphs is a method to characterize the electronic structure

of conjugated systems. By studying the Clar covering polynomials of plane bipartite graphs, the resonance theo-

ry of related molecular graphs and their properties can be thoroughly investigated. Based on the theorem related

to Clar covering polynomials of plane bipartite graphs, the method of generating functions is utilized to compute

Clar covering polynomials of plane bipartite graphs. Recurrence relationship for Clar covering polynomials of a

special class of graphs are derived. In turn, explicit expressions the Clar covering polynomials of two classes of

catacondensed plane bipartite graphs are computed using the generating function method. On the Clar covering

polynomials of plane bipartite graphs, it is possible to understand the electronic structure of chemical molecules,

predict their chemical properties and reaction behavior, and design new molecular structures.
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化学图论作为图论的一个重要分支，在过去几

十年中受到了广泛关注。化学图论中的模型用图

结构表示分子，用顶点表示原子，用边表示原子间

的化学键。通过研究模型中的一些指数，可以更方

便地理解化合物的性质 [1- 3]。其中，Kekulé结构和

Clar 结构可用于预测各种化合物的化学和物理性

质，在化合物的相关理论中起着核心作用。用 K(G)

表示图 G 中的 Kekulé结构数目，图 G 的完美匹配

是覆盖图 G 中所有顶点的独立边的集合。自 1865

年Kekulé首次提出Kekulé结构的概念以来，各类图

的Kekulé结构数得到了广泛研究[4-5]。

为了比较分子间的共振稳定性，在 Herndon-

Hosoya 模型中，首次提出了（广义）Clar 结构的概

念 [6]。近二十年来，许多学者研究了各类图的Clar

结构及其相关性质[7-15]。

文献[10]定义一个六边形系统 H 的 Clar 覆盖

是 H 的一个生成子图 C ，C 中每个分支要么是一

个六边形，要么是一条边。Clar结构是指具有六边

形数最多的Clar覆盖。当六边形被替换为一个内

面的边界时，Clar覆盖和Clar结构的概念就可以扩

展到平面二部图中[16]。对于平面二部图 G ，如果 G

的生成子图 Q 中每个分支都是一条边或一个内面

的边界，那么 Q 就被称作是 G 的Clar覆盖。具有内

面数最多的Clar覆盖被称为 G 的Clar 结构。

2006年，Gutman等[17]计算了多重线性六边形链

的Clar覆盖多项式。2010年，Chen等[18]计算出一类

Peri型苯图的Clar覆盖多项式的显式表达式。2020

年，He等[19]报告了基本Peri型苯类的Clar覆盖多项

式的闭式公式。2022年，Furtula等[20]将Clar覆盖多

项式广义化，计算了苯系物广义Clar覆盖多项式的

递推公式，并给出了计算苯链广义Clar覆盖多项式

的算法。

本文首先将文献[16]中的定理推广到平面二部

图，推导了一类特殊图 Clar 覆盖多项式的递推关

系。然后通过次相邻面之间距离的奇偶性将Cata

型平面二部图进行分类，用生成函数的方法计算得

出两类Cata型平面二部图的Clar覆盖多项式。

1 一些性质和递推关系

设 G 是平面二部图，将图 G 的Clar覆盖多项式

定义[7]如下

P(G,w) =∑
C ∈ℂ

w
h(C)

式中：ℂ 为 G 中所有Clar覆盖的集合；C 为 G 的一

个Clar覆盖；h(C) 为 C 中包含的面数。

定理1[10] 设G 是一个平面二部图，则以下命题成立：

1） ρ(G,0) = K(G) ，图 G 包含0个面的Clar结构

的数目等于 G 中Kekulé结构的数目；

2）Clar覆盖多项式中第 i 项的系数等于包含 i

个面的Clar覆盖的数目。

定理2[10] 设 G 是一个平面二部图，( )G1,G2,⋯,Gs 是

G 的 s 个连通分支。那么

P(G,w) =∏
i = 1

s

P( )Gi,w 。

下文中，为方便起见，我们将图 G 的Clar覆盖

多项式 P(G,w) 简称为 P(G) 。

定理3[10] 设 G 是一个平面二部图，e = xy 是 G 中一

条边，则以下命题成立：

1）如果 s1,s2 是 G 中具有公共边 e = xy 的相邻

面（如图 1 所示），那么 P( )G = w∑
i = 1

2

P( )G - si + P

( )G - xy + P( )G - x - y ；

2）如果 e = xy 是只位于一个圈 s 上的边（如

图 2 所示），那么 P( )G = wP( )G - s + P( )G - xy + P

( )G - x - y ；

图1 s1,s2 具有公共边 e = xy

Fig. 1 s1,s2 share an edge e = xy
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3）如果 e = xy 是 G 中一条割边（如图 3所示），

那么 P( )G = P( )G - xy + P( )G - x - y 。

设 G 是一个平面图。图 G 外部面边界上的边

称为 G 的外围边，直接和外部面相邻的内面称为外

围面。设 s 是 G 中所有顶点都在外部面上的外围

面；Gi(i = 1,2,…,n) 是平面二部图 G 中互不相交的

分支，且均与 s 相邻，即 E( )Gi ⋂E(s) = ei 。将 Gi 和

Gj 之间的距离定义为边 ei 和 ej 之间的距离。下面

我们给出这类特殊平面二部图 G 的一些结论。

推论 1 将 Gi 和 Gi + 1 之间直接连接 Gi 的边记为

e = xi x′i ，其中 xi ∈V ( )Gi 。

1）如果 Gi 和 Gi + 1 之间的距离是奇数（如图 4

（a）所示），那么 P( )G - xi x′i = P(G - xi x′i - )xi + 1x′i + 1 ；

P( )G - xi - x′i = P( )G - xi - x′i - xi + 1 - x′i + 1 。

2）如果 Gi 和 Gi + 1 之间的距离是偶数（如图 4

（b）所示），那么 P( )G - xi x′i = P(G - xi x′i - )xi + 1 - x′i + 1 ；

P( )G - xi - x′i = P( )G - xi - x′i - xi + 1x′i + 1 。

证明：1）当 Gi 和 Gi + 1 之间的距离是奇数时，Gi

和Gi + 1 之间有偶数个顶点。根据定理1.3命题（3）可

知 P( )G - xi x′i = P( )G - xi x′i - xi + 1x′i + 1 + P(G - xi x′i -
)xi + 1 - x′i + 1 。由于 P( )G - xi x′i - xi + 1 - x′i + 1 的每一个

连通分支都不含有Kekulé结构，也不含Clar结构，

即 P( )G - xi x′i - xi + 1 - x′i + 1 = 0 。因此 P( )G - xi x′i =

P(G - )xi x′i - xi + 1x′i + 1 。

类似地，P( )G - xi - x′i - xi + 1x′i + 1 = 0。因此 P(G -
)xi - x′i = P( )G - xi - x′i - xi + 1 - x′i + 1 。

2）当 Gi 和 Gi + 1 之间的距离是偶数时，可以通

过类似的方法证明结论成立。

推论 2 如果任意两个 Gi( )i = 1,2,…,n 之间的距

离 是 1，那么 P(G) =∏
i = 1

n

P( )Gi +(w + 1)∏
i = 1

n

P(Gi - xi -
)x′i + 1 ，其中 i ≡ 0( )mod n ，xi ，x′i 是 Gi 和 C2n 的公

共点。

证明：设G′i = Gi - xi - x′i + 1，i≡0( )mod n 。利用定

理3展开边 x1x′1 ：P( )G = wP( )G - s + P(G - )x1x′1 + P

( )G - x1 - x′1 。其中，P( )G - s =∏
i = 1

n

P( )G′i ；P( )G - x1x′1 =

Pæ
è
çG - x1x′1 - )x2 x′2 -…- xn x′n =∏

i = 1

n

P( )Gi ；P(G - x1 -

)x′1 = Pæ
è
ç x′1 - )x2 - x′2 -…- xn - x′n =∏

i = 1

n

P( )G′i 。 因

此 ，P( )G =wP( )G - s +P( )G - x1x′1 +P( )G - x1 - x′1 =
∏

i = 1

n

P( )Gi + (w + )1∏
i = 1

n

P( )G′i 。

设 G1 和 G2 是两个互不相交且具有Kekulé结构

的平面二部图。 e1 = x1 y1 ∈E( )G1 和 e2 = x2 y2 ∈E( )G2

是外围边。我们把 e1 和 e2 黏合起来得到一条新的

边 e = xy 。将 G1 与 G2 的外围边黏合得到的图记为

G1∪ xy
G2

[21]（如图5所示）。

引理 1 两个平面图 G1 和 G2 通过黏边得到的图

G1∪ xy
G2 依然是平面图。

证明：利用平面图的欧拉公式即证。

图4 Gi 和Gi + 1 之间的距离
Fig. 4 The distance between Gi and Gi + 1图2 e = xy 只位于圈 s上

Fig. 2 e = xy being an edge that lies only on a cycle s

图3 边 e = xy 是一条割边
Fig. 3 e = xy being a cut edge
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定理4 G1∪ xy
G2 的Clar覆盖多项式为

P( )G1∪ xy
G2 = P( )G1 - x - y P( )G2 + P( )G1 P(G2 - x -

)y -P( )G1 - x - y P( )G2 - x - y 。

证明：利用定理3展开G1，G2中的边 xy可以得到两

个递推式：P( )G1 = wP( )G1 - s1 + P( )G1 - x - y + P(G1 -
)xy ，P( )G2 = wP( )G2 - s2 + P( )G2 - x - y + P( )G2 - xy 。

利用定理3展开G1∪ xy
G2 中的边 xy：P( )G1∪ xy

G2 = wP

( )G1∪ xy
G2 - s1 + wP( )G1∪ xy

G2 - s2 P( )G1∪ xy
G2 - xy + P

( )G1∪ xy
G2 - x - y 其 中 ， wP( )G1∪ xy

G2 - s1 = wP

P( )G2 - x - y = P( )x - y [P( )G1 -P( )G1 - x - y -P(G1 -
])xy ；wP( )G1∪ xy

G2 - s2 = wP( )G1 - x - y P( )G2 - s2 =
P( )G1 - x - y é

ëP( )G2 -P(G2 - ])x - y -P( )G2 - xy ； P

( )G1∪ xy
G2 - x - y = P(G1 - x - )y P( )G2 - x - y 。因为

G1 和 G2 都有 Kekulé结构，因此 P(G1∪ xy
G2 - )xy =

P( )G1 - x - y P( )G2 - xy + P( )G1 - xy P(G2 - x )-y 。综

上 所 述 ， P( )G1∪ xy
G2 = P ( )G1 - x - y P( )G2 + P( )G1

P( )G2 - x - y -P( )G1 - x - y P( )G2 - x - y 。

2 Cata型平面二部图的Clar覆盖多项式

两个面是次相邻的，如果两个面都与同一个面

相邻，如图6中的面1和3。如果链图中任意两个次

相邻面之间的距离奇偶性相同，且包含满足要求的

面数最多，则将其称为极大线性链。两个极大线性

链相邻当且仅当这两个极大线性链包含一个公共

面。特别地，对于只包含两个面的极大线性链，我

们规定其中任意两个次相邻面之间的距离为偶数。

设 G 是有 n 个极大线性链 (n≥ 1) 的平面二部

图，n 个极大线性链中的面为 ( )r1,r2,…,rn (ri ≥ 2,

)i = 1,2,…,n ，将其记为 Gl( )r1,r2,…,rn 。在不引起

混淆的情况下，简记为 Gl( )rn 。

Gl( )rn 可以分为以下4种情况：

情况1） r1 中任意两个次相邻面之间距离均为

偶数；

情况2） r1 中任意两个次相邻面之间距离均为

奇数；

情况3） ri(i = 1,2,…,n) 中任意两个次相邻面之

间的距离为偶数，由 ri 和 ri + 1 的公共面连接的两个

面之间的距离为奇数；

情况4） ri(i = 1,2,…,n) 中任意两个次相邻面之

间的距离为奇数，由 ri 和 ri + 1 的公共面连接的两个

面之间的距离为偶数。

下面分别研究这 4 种情况。其中情况 1）情况

3）满足文献[14]中六角形系统的距离特性，因此可以

直接通过六角形系统Clar覆盖多项式推导得出，本文

不再过多赘述。

2.1 r1 中任意两个次相邻面之间的距离均为奇数

定理 5 当 r1 中任意两个次相邻面之间的距离均为

奇数时，Gl( )r1 的Clar覆盖多项式为

P( )Gl( )r1 = ∑
k1 + 2k2 = n

æ
è
ç

ö
ø
÷

æ
è
ç

ö
ø
÷

k1 + k2

k1

1
k1(w + 1)

k2 +

  (w + 1) ∑
k1 + 2k2 = n - 1

æ
è
ç

ö
ø
÷

æ
è
ç

ö
ø
÷

k1 + k2

k1

1
k1(w + 1)

k2

（1）

证明：设 r1 = n 。将 P( )Gl( )r1 简记为 fn 。利用定

理 3 展开图 6 中边 xy 得到：fn = wfn - 2 + fn - 1 + fn - 2 =

(w + 1) fn - 2 + fn - 1 。初始条件为：f0 = 1；f1 = w + 2 。

假设 fn(n≥ 0)的生成函数为 F ( )z =∑
i = 0

∞

zi fi 。可以

推导出 F ( )z = [ ]1 + ( )w + 1 z [ ]1 - z[ ]1 + ( )w + 1 z
-1
，其中

{ }1 - z[ ]1 + ( )w + 1 z
-1

=∑
k > 0

ì
í
î

ü
ý
þ

∑
k1 + 2k2 = k

æ
è
ç

ö
ø
÷

k1 + k2

k1

1
k1(w + 1)

k2 zk。

将上述表达式代入 F ( )z ，并使 zn 的系数相等得

到

fn =
ö

ø
÷÷∑

k1 + 2k2 = n

æ
è
ç

ö
ø
÷

æ
è
ç

ö
ø
÷

k1 + k2

k1

1
k1(w + 1)

k2 +

(w + 1) ∑
k1 + 2k2 = n - 1

æ
è
ç

ö
ø
÷

æ
è
ç

ö
ø
÷

k1 + k2

k1

1
k1(w + 1)

k2

，当 n≥ 2 时
图6 任意两个次相邻面之间的距离均为奇数

Fig. 6 Distance between any two sub-adjacent faces is odd

图5 两个图的黏边过程
Fig. 5 The process of gluing the edges of two graphs
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成立。

通过分析式（1），我们可以得到以下结果：

1） K ( )Gl( )r1 = ∑
k1 + 2k2 = n

æ
è
ç

ö
ø
÷

k1 + k2

k1

+

∑
k1 + 2k2 = n - 1

æ
è
ç

ö
ø
÷

k1 + k2

k1

；

2）σ( )Gl( )r1 =

ì

í

î

ïï
ïï

n + 1
2

, n是奇数

n
2

, n是偶数
，

σ( )Gl( )r1 ,σ( )Gl( )r1 = ìí
î

ï

ï

1, n是奇数
n + 2

2
, n是偶数

。

2.2 ri(i = 1,2,⋯,n ; n≥ 2) 中任意两个次相邻面之

间的距离均为奇数

设 Gl( )rn 每个极大线性链中的次相邻面之间

的距离为奇数，并且 ri 和 ri + 1 恰好有一个公共面

f 。假设 ri 中与 f 相邻的面为 fi ，ri + 1 中与 f 相邻

的面为 fi + 1 。此时 fi 和 fi + 1 之间的距离是偶数（如

图 7所示）。设 Gl( )rn - 1 表示从 Gl( )rn 删去最后一

个外围面后得到的图（如图8所示）。

定理 6 当 ri(i = 1,2,⋯,n ; n≥ 2) 中次相邻面之间的

距 离 为 奇 数 时 ，Gl( )rn 的 Clar 覆 盖 多 项 式 为

P( )Gl( )rn =
é

ë
êê

ù

û
úú

frn - 1 - frn - 2

frn - 1- 1 - frn - 1- 2
( )frn - 1- 3 - frn - 1- 4 + frn - 2 - 2 P(Gl

)( )rn - 1 - ( )frn - 1 - frn - 2 ( )frn - 1- 2 frn - 1- 3 - frn - 1- 4 frn - 1- 1

frn - 1- 1 - frn - 1- 2

( )Gf ( )ln - 2 ,ri ≥ 4

初始条件为：P( )Gl( )r1 = fr1
；P( )Gl( )r2 = fr1

fr2 - 2 - fr1- 2

fr2 - 2 。

特 别 地 ，如 果 r1 = r2 =… = rn = m ，设 Θi =

∑
k1 + 2k2 = i

æ
è
ç
æ
è
ç

ö
ø
÷

k1 + k2

k1

( )fm - 2 + fm - 3 - fm - 4

k1( )-1
k2( fm - 2 fm - 3 - fm - 4 

))fm - 1

k2 ，那么 Gl( )rn 的Clar覆盖多项式为

ln = fmΘn - 1 + ( )fm - 1 fm - 2 - f 2
m - 2 - fm - 3 fm + fm - 4 fm

Θn - 2 + fm( )fm - 2 fm - 3 - fm - 4 fm - 1 Θn - 3     
（2）

证明：将Gl( )rn 简记为 l( )rn 。利用定理7展开边

xy ，得到 l( )rn 和 l( )rn - 1 的递推关系：l( )rn = ( frn - 1 -
)frn - 2 l( )rn - 1 - 2 + frn - 2l( )rn - 1 , l( )rn - 2 = ( )frn - 3 - frn - 4 l

( )rn - 1 - 2 + frn - 4l( )rn - 1 。通过化简可以得到

l( )rn =
é

ë
êê

ù

û
úú

frn - 1 - frn - 2

frn - 1- 1 - frn - 1- 2
( )frn - 1- 3 - frn - 1- 4 + frn - 2 l( )rn - 1 -

  
( )frn - 1 - frn - 2 ( )frn - 1- 2 frn - 1- 3 - frn - 1- 4 frn - 1- 1

frn - 1- 1 - frn - 1- 2

l( )rn - 2  

（3）

初始条件为：l( )r1 = fr1
；l( )r2 = fr1- 2 fr2 - 1 + fr1

fr2 - 2 - fr1- 2

fr2 - 2 。

对于式（3），如果 r1 = r2 =… = rn = m ，将 l( )rn 简

记为 ln 。式（3）简化为 ln = ( )fm - 2 + fm - 3 - fm - 4 ln - 1 - ( fm - 2

)fm - 3 - fm - 4 fm - 1 ln - 2 。初始条件为：l1 = fm ；l2 = fm - 1

fm - 2 + fm - 2 fm - f 2
m - 2 。

假设 ln(n≥ 1) 的生成函数为 Ln(z) =∑
i = 1

∞

zili 。因

图7 Gl ( )rn

Fig. 7 Gl ( )rn

图8 Gl ( )rn - 1

Fig. 8 Gl ( )rn - 1
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此 Ln =
fm z + ( )fm - 1 fm - 2 - f 2

m - 2 - fm - 3 fm + fm - 4 fm z2

1 - z[ ]fm - 2 + fm - 3 - fm - 4 - z( )fm - 2 fm - 3 - fm - 4 fm - 1

+

 
fm( )fm - 2 fm - 3 - fm - 4 fm - 1 z3

1 - z[ ]fm - 2 + fm - 3 - fm - 4 - z( )fm - 2 fm - 3 - fm - 4 fm - 1

。类似

地，可以推导出 ln = fmΘn - 1 + ( fm - 1 fm - 2 - f 2
m - 2 - fm - 3 fm +

)fm - 4 fm Θn - 2 + fm( )fm - 2 fm - 3 - fm - 4 fm - 1 Θn - 3 。

通过分析式（2），我们可以得到以下结论：

1） 设 Mi = ∑
k1 + 2k2 = n - i

æ
è
ç
æ
è
ç

ö
ø
÷

k1 + k2

k1

(K ( )fm - 2 + K ( )fm - 3 -

)K )( )fm - 4

k1(-1)
k2( )K ( )fm - 2 K ( )fm - 3 -K ( )fm - 1 K ( )fm - 4

k2

如果 r1 = r2 =… = rn = m ，那么 Gl( )rn 中的 Kekulé结

构数为：K ( )Gl( )rn = K ( )fm M1 + (K ( )fm - 1 K ( )fm - 2 -K

)( )fm - 2

2 -K ( )fm - 3 K ( )fm + K ( )fm - 4 K ( )fm M2 + K ( )fm (K

)( )fm - 2 K ( )fm - 3 -K ( )fm - 1 K ( )fm - 4 M3 。

2）如果 r1 = r2 = ... = rn =m ，那么 Gl( )rn 的最高

次项及其系数可以从下面两个等式中得出

σ(Gl(rn)) =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

n
2

(m - 2) + 3
2

, m是奇数，并且n是奇数

n
2

(m - 2) + 2, m是奇数，并且n是偶数

m
2

+ n - 1
2

(m - 2), m是偶数，并且n是奇数

m
2

+ n - 1
2

(m - 2), m是偶数，并且n是偶数

；

σ(Gl(rn),σ(Gl(rn))) =

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

n - 1
2

, m是奇数，并且n是奇数

1, m是奇数，并且n是偶数

( )-1
n - 1

2 +
(n - 1)(m + 2)

4
, m是偶数，并且n是奇数

( )-1
n - 4

2 +
(n - 4)(m + 2)

4
, m是偶数, 并且n是偶数

。

2.3 应用

根据上述结果和递推关系，可以计算各种分支

Cata型平面二部图的Clar覆盖多项式。

设图 G 中 ri + 1,ri + 2,…,ri + j 都只包含两个面，那么

ri + 1,ri + 2,…,ri + j( j≥ 1) 构成长度为 j + 1，且其中任意

两个次相邻面之间的距离为奇数的极大线性链。

例 1 假设 ri 和 ri + 1( )ri ≥ 2, i = 1,2,…,n - 1 是相邻的

相关序列。 ri 和 ri + 1 中次相邻面之间距离的奇偶性

不同（如图9所示）。

设 s 是 G 中所有顶点都在外部面上的外围面；

hi - 1(i = m,n,k, t) 是平面二部图 G 中与 s 相邻的互不

相交的分支（如图10所示）。

例 2 图 10 中所示的分支 Cata 型平面二部图 G 的

Clar覆盖多项式为

P( )G = hm - 1hn - 1hk - 1ht - 1 + w + 1

3 结论

1）利用类比递推法证明了一类特殊图的Clar

覆盖多项式的递推关系。

2）利用生成函数的方法计算了两类Cata型平

图9 ri 和 ri + 1 中次相邻面之间距离的奇偶性不同
Fig. 9 The parity of the distances between sub-adjacent

faces in ri and ri + 1 is different

图10 分支Cata型平面二部图
Fig. 10 Branch catacondensed plane bipartite graphs
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面二部图的Clar覆盖多项式的显式表达式。

3）利用这一结果，可以进一步计算出各种不同

类型的分支Cata型平面二部图的Clar覆盖多项式。
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