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一类数列的通项公式及其应用

周学松， 刘二根， 李 季

（华东交通大学 基础科学学院，江西 南昌 330013）

摘要： 给出数列 a1＝t，an＋1＝p an＋q
ran＋s （ n≥1）的通项公式及 Fibonacci数的一些性质⒚
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  著名数学家陈景润在著作［1］中对 Fibonacci数作了详细研究，得出了很多结果，本文对由递推关系式：

a1 ＝ t，  an＋1 ＝ p an ＋ q
ran ＋ s  n≥1    （ *）

给出的数列求得其通项公式，并由此公式得到关于 Fibonacci数的一些性质，有的结果与 I.T omescu 在其著
作［2］中的结果不谋而合⒚

  因为

an＋1＝p an＋q
ran＋s ＝ p

r （1＋q／p－s／r
an＋s／r ）， 令 Un＋1＝an＋1＋s／r，

a＝p＋s
r ，  b＝ p

r
q
p － s

r ，则（ *）式变为：

U1＝c， Un＋1＝a＋ b
Un

 n≥1  （ a≠0，b≠0，c≠0）

（ **）

  定理1 由递推式（ **） 确定的数列的通式为（规定：∑k
j ＝1

f （ j ） ＝0，k ＜0）

   Un ＝

c∑
［2k2 ］－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj ＋ b∑

［2k2 ］－1

j ＝0
C j2k－2－ja2k－2－2j bj

c∑
［2k2 ］－1

j ＝0
C j2k－2－ja2k－2－2j bj ＋ b∑

［2k2 ］－2

j ＝0
C j2k－3－ja2k－3－2j bj

n ＝2k， k ＝1，2，…， （1）

c∑
［2k＋12 ］

j ＝0
C j2k－ja2k－2j bj ＋ b ∑

［2k＋12 ］－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj

c ∑
［2k＋12 ］－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj ＋ b ∑

［2k＋12 ］－1

j ＝0
C j2k－2－ja2k－2－2j bj

n ＝2k ＋1， k ＝1，2，…， （2）

  证  k ＝1时
  由（1） 得  U2 ＝ ca ＋ b

c ＝ a ＋ b
U1， 结论成立；   

  由（2） 得  U3 ＝ c（ a2 ＋ b） ＋ ba
ca ＋ b ＝ a ＋ b

U2， 结论成立⒀

  假设 k ≤ m －1时结论成立，即
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U2m－1 ＝ U2（ m－1）＋1 ＝
c∑

［2m－12 ］

j ＝0
C j2m－2－ja2m－2－2j bj ＋ b ∑

［2m－12 ］－1

j ＝0
C j2m－3－ja2m－3－2j bj

c ∑
［2m－12 ］－1

j ＝0
C j2m－3－ja2m－3－2j bj ＋ b ∑

［2m－12 ］－1

j ＝0
C j2m－4－ja2m－4－2j bj

  下面证明 k ＝ m 时结论也成立⒀

  因为     U2m ＝ a ＋ b
U2m－1

＝ aU2m－1 ＋ b
U2m－1

，  化简以后，其分母为

        c∑
［2m－12 ］

j ＝0
C j2m－2－ja2m－2－2j bj ＋ b ∑

［2m－12 ］－1

j ＝0
C j2m－3－ja2m－3－2j bj （3）

  化简后的分子为

      c∑
［2m－12 ］

j ＝0
（ C j2m－2－ja2m－2－2j bj ） a ＋ b ∑

［2m－12 ］－1

j ＝0
（ C j2m－3－ja2m－3－2j bj ） a

    ＋ c ∑
［2m－12 ］－1

j ＝0
（ C j2m－3－ja2m－3－2j bj ） b ＋ b ∑

［2m－12 ］－1

j ＝0
（ C j2m－4－ja2m－4－2j bj ） b

    ＝ c a2m－1 ＋ C12m－3a2m－3b ＋ C22m－4a2m－5b2 ＋ C32m－5a2m－7b3 ＋ …

    ＋ C
［2m－12 ］
2m－2－［2m－12 ］a2m－1－2［2m－12 ］b［2m－12 ］ ＋ a2m－3b ＋ C12m－4a2m－5b2 ＋ C22m－5a2m－7b3 ＋ …

    ＋ C
［2m－12 ］－1
2m－3－（ ［2m－12 ］－1） a2m－3－2（ ［2m－12 ］－1） b［2m－12 ］－1 ＋ b a2m－2 ＋ C12m－4a2m－4b ＋ C22m－5a2m－6b2 ＋ …

    ＋ C
［2m－12 ］－1
2m－3－（ ［2m－12 ］－1） a2m－2－2（ ［2m－12 ］－1） b［2m－12 ］－1 ＋ a2m－4b ＋ C12m－5a2m－6b2 ＋ C22m－6a2m－8b3 ＋ …

    ＋ C
［2m－12 ］－1
2m－4－（ ［2m－12 ］－1） a2m－4－2（ ［2m－12 ］－1） b［2m－12 ］－1

    ＝ c a2m－1 ＋ C12m－2a2m－3b ＋ C22m－3a2m－5b2 ＋ … ＋ C
［2m2 ］－1
2m－2－（ ［2m2 ］－2） a2m－1－2（ ［2m2 ］－1） b［2m2 ］－1

    ＋ b a2m－2 ＋ C12m－3a2m－4b ＋ C22m－4a2m－6b2 ＋ …

    ＋ C
［2m－12 ］－1
2m－3－（ ［2m2 ］－2） a2m－2－2（ ［2m－12 ］－1） b［2m－12 ］－1 ＋ a2m－4－2（ ［2m2 ］－2） b［2m2 ］－1

    ＝ c∑
［2m2 ］－1

j ＝0
C j2m－1－ja2m－1－2j bj ＋ b∑

［2m2 ］－1

j ＝0
C j2m－2－ja2m－2－2j bj （4）

  由（3） 、（4） 式可知（1） 式成立⒀
  利用（1） 很易证得（2） 式成立⒀    （毕）

  下面给出（1） 、（2） 两式的应用⒀

  考虑递推关系： U1 ＝1， Un＋1 ＝1＋ 1
Un

， n≥1
  由（1） （2） 两式得  （规定：k ＜0时， ∑k

j ＝0
f （ j ） ＝0）

  Un ＝
∑

［2k2 ］－1

j ＝0
C j2k－1－j ＋∑

［2k2 ］－1

j ＝0
C j2k－2－j ∑

［2k2 ］－1

j ＝0
C j2k－2－j ＋∑

［2k2 ］－2

j ＝0
C j2k－3－j   n ＝2k，k ＝1，2…

∑
［2k＋12 ］

j ＝0
C j2k－j ＋∑

［2k＋12 ］－1

j ＝0
C j2k－1－j ∑

［2k＋12 ］－1

j ＝0
C j2k－1－j ＋∑

［2k＋12 ］－1

j ＝0
C j2k－2－j  n ＝2k ＋1，k ＝1，2…

  另一方面，由文［3］中的方法可得

Un ＝ 1＋ 52
n＋1

－ 1－ 52
n＋1 1＋ 52

n

－ 1－ 52
n

＝ Fn Fn－1

  n ＝2k ＋1时得
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∑k
j ＝0

C j2k－j ＋∑k－1

j ＝0
C j2k－1－j F2k ＝ ∑k－1

j ＝0
C j2k－1－j ＋∑k－1

j ＝0
C j2k－2－j F2k＋1   

⇒k ∈ N  1＋∑k－1

j ＝0
C j ＋12k－j F2k ＝ 1＋∑k－1

j ＝0
C j2k－j F2k＋1 （5）

⇒k ∈ N  F2k ＝1＋∑k－1

j ＝0
C j2k－j ， F2k＋1 ＝1＋∑k－1

j ＝0
C j ＋12k－j

这与 I．T omescu 在文献［2］中对 Fibonacci数给出的定义不谋而合⒀
  下面利用（5） 式给出 Fibonacci数的一些性质⒀
  定理2 F2k ＝ F k－2F k ＋ F k－1F k＋1， F2k＋1 ＝ F k－1F k ＋ F kF k＋1  k ∈ N

  证      记  ∑k－1

j ＝0
C j ＋12k－j ＝ A ， ∑k－1

j ＝0
C j2k－j ＝ B，  由（5） 式

  一方面得 F2k－1 － A F2k ＋ BF2k＋1 ＝0    （6）
  另一方面得

   1＋ A ＝ （1＋ B ） F2k＋1
F2k ＝1＋ B ＋ （1＋ B ） F2k－1

F2k
   ⇒1＋ B ＝ （ A － B ） F2k

F2k－1 ＝ A － B ＋ （ A － B ） F2k－2
F2k－1

⇒（ F0 － F0A ＋ F2B ） F2k－1
F2k－2 ＝ A － B

⇒A － B ＝ F0 － F0A ＋ F2B ＋ （ F0 － F0A ＋ F2B ） F2k－3
F2k－2

⇒F0 － F0A ＋ F2B ＝－ F0 ＋ F2A － F3B ＋ （－ F0 ＋ F2A － F3B ） F2k＋4
F2k－3

⇒（ F2 － F3A ＋ F4B ） F2k－3
F2k－4 ＝－ F0 ＋ F2A － F3B

⇒－ F1 ＋ F2A － F3B ＝ F2 － F3A ＋ F4B ＋ （ F2 － F3A ＋ F4B ） F2k－5
F2k－4

⇒（－ F3 ＋ F4A － F5B ） F2k－4
F2k－5 ＝ F2 － F3A ＋ F4B

即   （ F3 － F4A ＋ F5B ） F2k－4
F2k－5 ＝－ F2 ＋ F3A － F4B

   ⇒……

   ⇒（ F k－2 － F k－1A ＋ F kB ） F2k－（ k－1）
F2k－k

＝－ F k－3 ＋ F k－2A － F k－1B
   ⇒（ F k－3F k ＋ F k－2F k＋1） － （ F k－2F k ＋ F k－1F k＋1） A ＋ （ F k－1F k ＋ F kF k＋1） B ＝0 （7）
由（6） 、（7） 得

F2k ＝ F k－2F k ＋ F k－1F k＋1；F2k＋1 ＝ F k－1F k ＋ F kF k＋1      （毕）

  由定理2的结果立即可得
  定理3     k ∈ N ， F k｜F2k＋1， （ F k－1 ＋ F k＋1） ｜F2k＋1
    且 F2k＋2 ＝ F2k ＋ F2k＋1   k ＝0，1，2…
  引理 k ∈ N ， F k＋1F k－1 － F2k ＝ （－1） k＋1

  下面的证明是 I．T omescu 的⒀

  证   因为  
1 1
1 0

1＋1
＝
2 1
1 1 ＝

F2 F1
F1 F0

  假设
1 1
1 0

m＋1
＝

Fm＋1 Fm

Fm Fm－1

  则   
1 1
1 0

（ m＋1）＋1
＝
1 1
1 0

m＋1 1 1
1 0 ＝

Fm＋1 Fm

Fm Fm－1
1 1
1 0 ＝

Fm＋2 Fm＋1
Fm＋1 F （ m＋1）－1
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  所以  k ∈ N  有
1 1
1 0

k＋1
＝

F k＋1 F k

F k F k－1
，两边取行列式立即得证结论⒀

  定理4  F k－3F k － F k－1F k－2 ＝ （－1） k＋1， k ＝3，4，…
  证

F k－3F k － F k－1F k－2 ＝ （ F k－1 － F k－2） （ F k－1 ＋ F k－2） － F k－1F k－2    
＝ F2k－1 － F2k－2 － F k－1F k－2 ＝ F2k－1 － F k－2F k ＝－ F （ k－1）－1F （ k－1）＋1 － F2k－1）
＝
引理（－1） （－1） （ k－1）＋1 ＝ （－1） k＋1    （毕）

  定理5 （ F k ＋ F k－3） ｜F k－1（ F k＋1 ＋ F k－2）  k ＝3，4，…
  证  由引理及定理4得

F k （ F k ＋ F k－3） ＝ F k－1（ F k＋1 ＋ F k－2）
     所以 （ F k ＋ F k－3） ｜F k－1（ F k＋1 ＋ F k－2）   （毕）
  定理6  k ∈ N  （ F2k － （－1） k ） ｜F k－1F2k＋1

  证  由定理2得  
F kF2k ＝ F k－2F2k ＋ F k－1F k＋1 ＋ F k           
F k－1F2k＋1 ＝ F kF2k－1 ＋ F kF k－1F k＋1

     

上面两式相减得  F kF2k － F k－1F2k＋1 ＝ （ F k－2F k － F2k－1） F k ＝
引理（－1） kF k

⇒F k （ F2k － （－1） k ） ＝ F k－1F2k＋1
    所以         （ F2k － （－1） k ） ｜F k－1F2k＋1     （毕）
  定理7         F2k＋1F k－2 － F2kF k－1 ＝ （－1） kF k＋1 k ＝2，3，…
  证   由定理2及引理得
    F2k＋1F k－2 － F2kF k－1 ＝ （ F k－2F k－1F k ＋ F k－2F kF k＋1） － （ F k－1F k－2F k ＋ F2k－1F k＋1）

＝ （ F k－2F k － F2k－1） F k＋1 ＝ （－1） kF k＋1    （毕）
  （1） 、（2） 两式还有许多关于恒等式建立方面的应用，我们另文再述⒀
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The General Expression of the sequence Defined by
Un＋1＝a＋ b

Un
and Its Application

ZHOU Xue┐song， LIU Er┐gen， LI Ji

（ School of Natural Science，East China Jiaotong University，Nanchang330013，China）

Abstract： We get the general expression of the sequence defined by Un＋1＝a＋ b
Un

 n≥1，U1＝c and some
propositions of Fibonacci number．
Key words： sequence；general expression；Fibonacci number
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