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再论线性多目标规划有效解的有效率
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摘要： 对文［1］中的优势集进行重新定义，讨论了非劣极点优势集的性质⒚在此基础上修正了文［1］中有效率的定义⒚
关 键 词： 多目标规划；优势集；有效率；修正；Pareto 有效解
中图分类号： O221.6.59    文献标识码：A

1 优势集的定义及其性质

  已知（ L VP ） min
x∈R

Z ＝ cx其中C＝ （ Cij ） p×n，R ＝

｛x ∈E n｜ax＝b，x≥0，A＝ （ aij ） m×n，b＝ （ b1，b2，…，
bn） T｝为有界集⒀
  由文［1］知，（ L VP ） 的非劣极点为有限个，记为
R* ＝ ｛x （1），x （2），…，x （ k） 是（ L VP ） 的 k个非劣极点，
k ∈ N ｝⒀
  相应于（ L VP ） 的线性加权意义下的单目标问
题为：
  （ L SP ） λ min

x∈R
Zλ＝ λTCx 其中 λ＝ （λ1，λ2，…，

λp ） T ∈牼＋＋，其中牼＋＋ ＝ ｛λ＝ （λ1，λ2，…λp ） T｜诸λj

＞0且∑P
j ＝1

λj ＝1｝

  在文［1］的讨论下，有如下平行的定义和结论：
  定义1 已知 x是（ L VP ） 的有效解，称 E｛λ｜λ
∈牼＋＋，x是（ L SP ） λ的最优解｝是 x的优势集⒀
  定理1 已知 x是（ L VP ） 的有效解，则其优势
集 E＝ ｛λ｜λ∈牼＋＋，λTCx≤λTCx（ i），i ＝1，k｝，其中
x（ i） ∈ R*（ i ＝1，k ） 是（ L VP ） 的所有非劣投点⒀
  定理2 （优性包容定理） ：（ L VP ） 的任一非极
点的有效点的优势集都包含于某一非劣极点的优势

集中，且其优势集为 P 维空间中 P －1维超平面的
一部分⒀
  设x（ i） ∈R*（ i ＝1，k ），则其优势集Ei有以下性

质：
  1） 凸性：λ1，λ2∈Ei，η1＋ η2＝1，0≤η1，η2≤
1有η1λ1 ＋ η2λ2∈ Ei

  证明  因为 Ei ＝ ｛λ｜λ∈ 牼＋＋，λTCx（ i） ≤

λTCx（ j ），x（ j ） ∈ R*，j ＝1，k｝
  ＝ ｛λ｜λ∈牼＋＋｝∩｛λ｜λTCxi≤λTCx（ j ），j ＝1，k｝
即  Ei 是两个凸集的交，因此它是凸集⒀
  2）锥性：λ∈Ei，k＞0有 kλ∈Ei

  证明 此性质与凸性证明类同⒀
  3）可测性：Ej （ i＝1，k ）勒贝格可测⒀
  证明 同文［1］引理5⒀
  4） 可分离性：Ei 与 Ej 彼此是可分离的，i≠j ，i
＝1，k，j ＝1，k⒀

  性质1 ∪k
i＝1E


i＝牼＋＋

  证明 同文［1］中的定理3⒀
  从以上讨论知：R*中的点（权重意义下）集中了
（ L VP ）所有有效解的优性（见定理2，性质1），具有
代表性⒀因此，（ L VP ）决策可只考虑 R*中的点（非
劣极点），而不必考虑其它有效点⒀

2 （ LVP）的非劣极点的有效率
  定义2 设λ1，λ2∈牼＋＋，如果存在数 k＞0，使λ1
＝kλ2，则称λ1与λ2为彼此等价的权重点⒀
  由性质2知，若λ1∈Ei，必有λ2∈Ei，反之亦然⒀
  因此，R*中的点 x（ i） （ i＝1，k ） “优性的大小”取
决于其优势集 Ei 中所含从（0，…，0）

P个
点出发牼＋＋中

超射线的“个数”的多少，问题在于这个“个数”怎么
度量⒀注意到它们都是从（0，…，0）

P个
点出发的，每条射

线我们都截取单位1的长度作成集合来度量它，具
有一定的合理性⒀为此令U＝｛λ＝λ1，λ2，…，λp ） ｜λ21＋
λ22＋…＋λ2p≤1，λ∈牼＋＋｝，有如下定义：
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  定义 3 对于 x∈R*，E是其优势集，称 η＝
m（ E∩U ）mU 为非劣极点 x的有效率⒀其中m（ E∩U ） 、
mU 分别表示集合 E∩U 与 U 的勒贝格测度⒀
  定理3 已知 x∈R*，η是其有效率，则η＝1⇔
x是（ L VP ）的绝对最优解⒀
  证明 同文［1］中定理2
  定理4 已知 x （ i）∈R*，ηi 是其有效率（ i＝1，k ）
则   ∑n

i＝1ηi＝1⒀

  证明 由性质4，性质1反定义3易知⒀
  以上讨论进一步指出了（ L VP ） 决策可以考虑
R*中的点（ 非劣极点） 的理论依据，并从新的角度
－－依 R*中各点有效率的大小－－给出了这些非
劣极点的排序⒀

3 示例

  例 （ P ） minR x1
x2

  其中 R＝ x1
x2

2x1＋x2－4≥0
2x1＋x2－6≤0
x2≤2
x2≥1

  解  （ P ）为线性双目标规划⒀
  易知（ P ）的非劣极点只有两个

     x A ＝
1
2 ， x B＝

1．5
1

  由定理1知：
  A 点的优势集

  EA ＝
λ1
λ2
2λ2－λ1≤0

  由定义3求得 A 点的有效率

  ηA ＝2arctg1／2
π ≐0.35

  又由定理4知 B 点的有效率为：
  ηB＝1－ηA ＝0．65
  附：按文［1］所述，本例 A 点的效率η＝0．25⒀B
点的有效率ηB＝0．75⒀显然ηA ＞ηA ，ηB＜ηB，这是由
于文［1］中在λ1－λ2＝0线附近等价的点（从原点出
发射线上的点）较坐标轴附近等价的点取得“多”的
缘故⒀也即在λ1－λ2＝0线附近牼＋＋内从原点出发的

射线段取得较坐标轴附近的射线段“长”，这由本文
性质2看，是不合理的⒀
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Abstract：T his paper gives a new definition of the superior set，and discuss the nature of efficient vertex of
superior set．On the base of this nature，it also amends the definction of the probability of efficiency．
Key words：Multi-objective programming；superior set；probability of efficiency；amendment；efficient solu-
t ion of Pareto．
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