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大加权三角形不等式的一个推论及其应用

刘 健
（华东交通大学 土木建筑学院，江西 南昌 330013）

摘要： 给出了大加权三角形不等式的一个简单推论，由之简捷地推导出一些新的涉及三角形内部任一点的三元二次
型不等式⒚
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0 引 言

  设△A BC内部任意一点P到三顶点A ，B，C与三边BC，CA ，A B的距离分别为R1，R2，R3，r1，r2，r3，则对
任意实数 x，y，z 有

x2R1 ＋ y2R2 ＋ z2R3≥2（ yz r1 ＋ z x r2 ＋ x yr3） （1）
这即是几何不等式中著名的三元二次型 Erdo   ¨s—Mordell不等式，见［1］⒚

从已有的文献来看，类似于（1）的三元二次动点型三角形不等式并不多见⒚在新近出版的《不等式研究》
一书的一篇拙作（ ［2］）中，笔者应用三角形的加权正弦和不等式与 Carlitz—Klamkin 不等式，建立了有关两
个三角形同时涉及其中一个三角形内部一点的一个三元二次型不等式（即下面的（6）式），并给出了这一新结
果多达50个的推论．最近，笔者发现这个内涵丰富的结果可方便地由作者在文献［3］中建立的大加权三角形
不等式的一个推论得出，无需用到 Carlitz—Klamkin 不等式．而且，由此推论还可以很快导出其它一些新的
三元二次加权不等式，本文对此作些讨论．

1 大加权不等式的一个推论

在文献［3］中，作者将有关单个三角形的重要不等式—Kooi不等式作了一般的推广，获得了下述一般性
的结论：

设△A iB iCi的三边与面积分别为ai，bi，ci，△i （ i ＝1，2，…，n），又 x，y，z，u，v，w 与uj ，v j ，w j （ j ＝1，2，…，

m ） 均为任意正数；而正数 q1，q2，…，qn满足∑n
i＝1qi ＝2（ t ＋1） （ t≥0），非负实数 p1，p2，…，p m与 p，t满足∑m

j ＝1p j

＝ p — t —1，则

x p∏n
i＝1ai

qi

ut∏m
j ＝1uj

p j
＋

y p∏n
i＝1bi

qi

v t∏m
j ＝1v j

p j
＋

z p∏n
i＝1ci

qi

w t∏m
j ＝1w j

p j
≥ 4t＋1（ yz ＋ z x ＋ x y ） 12p∏n

i＝1△i
12qi

（ u ＋ v ＋ w ） t∏m
j ＝1（ v jw j ＋ w juj ＋ uj v j ） 12p j

（2）

等号当且仅当△A1B1C1∽△A2B2C2∽…△A nB nCn，且 x∶y∶z ＝ uj ∶v j ∶w j ＝ ctgA1∶ctgB1∶ctgC1（ j ＝
1，2，…，m ），u∶v∶w ＝ sin2A1∶sin2B1∶sin2C1时成立．

不等式（1） 不仅涉及了任意n个三角形，含有多组实参数，而且可用来推导许许多多的三角形不等式（见
［3］［5］），因此称之为大加权三角形不等式⒀

现在，我们来指出大加权三角形不等式（2） 的一个简单推论．
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在（2） 中令 n ＝2，q1 ＝2，q2 ＝2且 p ＝2，t ＝1，p j ＝0（ j ＝1，2，…，m ），则得
x2a12a22

u ＋ y2b12b22
v ＋ z2c12c22

w ≥16（ yz ＋ z x ＋ x y ） △1△2
u ＋ v ＋ w （3）

于上式作置换： x → x
a2，y → y

b2，z → z
c2，然后利用△2 ＝12b2c2sin A2等得

a12 x2
u ＋ b12 y2

v ＋ c12 z2
w ≥

8（ yz sin A2 ＋ z x sin B2 ＋ x ysin C2）
u ＋ v ＋ w △1 （4）

由于以上三元二次式的二次项 x2，y2，z2，yz，z x，x y 前的系数均为正值，所以上式事实上对任意实数 x，y，z
均成立．
  设△A BC 的边 BC，CA ，A B 与半周及面积分别为 a，b，c，s，△，由文［3］中的命题2知，以 a（ s — a） ，

b（ s — b） ， c（ s — c） 为边可构成面积为12△ 的三角形．因此在 （3） 式中令 a1 ＝ a（ s — a） ，b1 ＝

b（ s — b） ，c1＝ c（ s — c） ，△A2B2C2≌△A ′B′C′，立即可得大加权不等式（2）下述推论（且以定理的形式
给出） ：

定理1 对△A BC、△A ′B′C′与任意实数 x，y，z 及正数 u，v，w 有

a（ s — a） x2u ＋ b（ s — b） y2v ＋ c（ s — c） z2w ≥4（ yz sin A ′＋ z x sin B′＋ x ysin C′）
u ＋ v ＋ w △ （5）

等号当且仅当 A ′＝ π— A2 ，B′＝ π— B2 ，C′＝ π— C2 ，x∶y∶z ＝ sin A2∶sin B2∶sin C2，u∶v∶w ＝ sin
A ∶sin B∶sin C 时成立．

不等式（5） 是一个有关 x，y，z 的三元二次型不等式，而且涉及了两个三角形并含有任意的正数 u，v，w，
这使得它可用来简便地推导许多新的三元二次型三角形不等式，下面我们应用它来推导有关三角形内部一
点的二次型不等式．

注1： （5） 式中等号成立的条件容易根据（2） 式等号成立的条件来确定，详略．为简起见，本文以下也都
不详细讨论不等式中等号成立的条件．

2 定理1的应用
  以下各符号的意义同上．

在不等式（5） 中令 u ＝ ar1，v ＝ br2，w ＝ cr3，注意到恒等式 ar1＋ br2＋ cr3＝2△，即得文献［2］中的主
要结果：

定理 a 对△A ′B′C′与△A BC 内部任一点 P 以及任意实数 x，y，z 有
s — a
r1 x2 ＋ s — b

r2 y2 ＋ s — c
r3 z2≥2（ yz sin A ′＋ z x sin B′＋ x y sin C′） （6）

等号当且仅当 A ′＝ π— A2 ，B′＝ π— B2 ，C′＝ π— C2 ，x∶y∶z ＝ sin A2∶sin B2∶sin C2且 P 为△A BC的
内心时成立．

不等式（6） 不仅形式优美，而且有许多应用，见［2］．
在不等式（5） 中取 u ＝ （ s — a） （ r2＋ r3），v ＝ （ s — b） （ r3＋ r1），w ＝ （ s — c） （ r1＋ r2），注意到恒等式：

（ s — a） （ r2 ＋ r3） ＋ （ s — b） （ r3 ＋ r1） ＋ （ s — c） （ r1 ＋ r2） ＝2△
即得类似于不等式（6）的下述结论：

定理 b 对△A ′B′C′与△A BC 内部任一点 P 以及任意实数 x，y，z 有
a

r2 ＋ r3x
2 ＋ b

r3 ＋ r1y
2 ＋ c

r1 ＋ r2z
2≥2（ yz sin A ′＋ z x sin B′＋ x y sin C′） （7）

等号当且仅当 A ′＝ π— A2 ，B′＝ π— B2 ，C′＝ π— C2 ，x∶y∶z ＝ sin A2∶sin B2∶sin C2且（ r2 ＋ r3）∶（ r3
＋ r1）∶（ r1 ＋ r2） ＝ sin2 A2∶sin2 B2∶sin2 C2时成立．

令 P 为△A BC 的内心，则 r1 ＝ r2 ＝ r3 ＝ r （ r 为△ A BC 的内切圆半径），由（7）式得
ax2 ＋ by2 ＋ cz2≥4r （ yz sin A ′＋ z x sin B′＋ x y sin C′） （8）

接着取 x ＝ r1，y ＝ r2，z ＝ r3，立得
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推论 b．1 r2r3sin A ′＋ r3r1sin B′＋ r1r2sin C′≤12s （9）
这是文［2］中未指出但也可由（6）式导出的不等式．

在（7）式中令 A ′＝ π— A2 ，B′＝ π— B2 ，C′＝ π— C2 ，并作置换 x → x r a
a ，y → y r b

b ，z → z r c
c ，得

r a
r2 ＋ r3x

2 ＋ r b
r3 ＋ r1y

2 ＋ r c
r1 ＋ r2z

2≥2（ yz r b r c
bc
cos A2＋ z x r cr a

ca
cos B2＋ x y r ar b

ab
cos C2 （10）

因有 cos A2＝ r b r c
bc 等，于是可得

推论 b．2 对△A BC 内部任一点 P 及实数 x，y，z 有

          r a
r2 ＋ r3x

2 ＋ r b
r3 ＋ r1y

2 ＋ r c
r1 ＋ r2z

2

≥2（ yz cos2 A2＋ z x cos2 B2＋ x ycos2 C2） （11）
等号当且仅当 x∶y∶z ＝ sin A ∶sin B∶sin C，且（ r2＋ r3）∶（ r3＋ r1）∶（ r1＋ r2） ＝ sin2 A2∶sin2 B2∶sin2
C2时成立．

上式非常类似于［2］中推论24的不等式：
r a
r1 x2 ＋ r b

r2 y2 ＋ r c
r3 z2≥4（ yz cos2 A2＋ z x cos2 B2＋ x ycos2 C2） （12）

  前面的定理 a与定理 b 事实上均为定理1简单而直接的推论，如果将一些已知的不等式应用到不等式
（5）中，则也可直接了当地得出新的不等式来．例如，根据 Carlitz—Klamkin 不等式：

（ s — a） r2r3 ＋ （ s — b） r3r1 ＋ （ s — c） r1r2≤ sr2 （13）
由（5）立即可知下述不等式（14）对任意正数 x，y，z 继而对任意实数 x，y，z 成立：

定理 c 对△A ′B′C′与△A BC 内部任一点 P 以及任意实数 x，y，z 有
a

r2r3x
2 ＋ b

r3r1y
2 ＋ c

r1r2z
2≥4r （ yz sin A ′＋ z x sin B′＋ x ysin C′） （14）

等号当且仅当△A ′B′C′与△A BC 均为正三角形，x ＝ y ＝ z 且 P 为正△A BC 的中心时成立．
由此结论出发，又可推得几个新的三角形不等式．
容易知道不等式（14）等价于

a
r1x

2 ＋ b
r2y

2 ＋ c
r3z

2≥4r （ yz r1sin A ′＋ z x r2sin B′＋ x yr3sin C′） （15）
再令△A ′B′C′为正三角形，即得有关三角形内部一点的不等式：

推论 c．1 a
r1 ＋ b

r2 ＋ c
r3 ≥

2 3（ r1 ＋ r2 ＋ r3）
r （16）

设△A BC为锐角三角形，则易知当 P 为△A BC的外心时有 r1＝ Rcos A ，r2＝ Rcos B，r3＝ Rcos C（ R
为△ A BC 的外接圆半径），从而由（15） 立得

推论 c．2 对锐角△A BC 与任意△A BC 及实数 x，y，z 有

x2tg A ＋ y2tg B ＋ z2tg C ≥2Rr （ yz cos A sin A ′＋ z x cos Bsin B′＋ x ycos Csin C′） （17）
据此及 Eluer 不等式 R ≥2r，又得以下简洁的涉及两个三角形的不等式：

推论 c．3 在锐角△A BC 与任意△A BC 中有

cos A sin A ′＋ cos Bsin B′＋ cos Csin C′≤14（ tg A ＋ tg B ＋ tg C） （18）
  在（17）式中令 A ′＝ π— A2 ，B′＝ π— B2 ，C′＝ π— C2 ，并作置换 x → x

a
，y → y

b
，z → z

c
，然后利

用简单的不等式 bc ≤2Rcos A2等，则又可得以下二次型不等式：
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推论 c．4 x2
r2r3 ＋ y2

r3r1 ＋ z2
r1r2≥ 2Rr （ yz ＋ z x ＋ x y ） （19）

设△A BC 内部任一点 P 到顶点 A ，B，C 的距离分别为 R1，R2，R3，则成立以下已知的不等式（见［3］） ：
ar1R1 ＋ br2R2 ＋ cr3R3≤2R△ （20）

据此及定理1的不等式（5），立即可得
定理 d 对△A ′B′C′与△A BC 内部任一点 P 以及任意实数 x，y，z 有

s — a
r1R1 x2 ＋ s — b

r2R2 y2 ＋ s — c
r3R3 z2≥2R （ yz sin A ′＋ z x sin B′＋ x y sin C′） （21）

等号当且仅当△A ′B′C′与△A BC 均为正三角形，x ＝ y ＝ z 且 P 为正△A BC 的中心时成立
由此易得

推论 d．1 对锐角△A ′B′C′与△A BC 及实数 x，y，z 有
s — acos A x2 ＋ s — bcos By2 ＋ s — ccos Cz2≥2R （ yz sin A ′＋ z x sin B′＋ x ysin C′） （22）

上式显然推广了［2］中推论26的不等式：
s — acos A x2 ＋ s — bcos By2 ＋ s — ccos Cz2≥ （ yz a ＋ z x b ＋ x yc） （23）

  仿（19）式的推导，由（21）可得
推论 d．2 对△A BC 内部任一点 P 有

x2
r1R1 ＋ y2

r2R2 ＋ z2
r3R3≥2（ yz ＋ z x ＋ x y ）

R2 （24）
  特别地有

1
r1R1 ＋ 1

r2R2 ＋ 1
r3R3≤ 6R2 （25）

此式稍弱于文［6］中尚未解决的猜想不等式：

r1R1 ＋ r2R2 ＋ r3R3≤32R2 （26）
  根据著名的林鹤一不等式（见［1］） ：

R2R3
bc ＋ R3R1

ca ＋ R1R2
ab ≥1 （27）

的等价式：
R2R3sin A ＋ R3R1sin B ＋ R1R2sin C ≥2△ （28）

由定理 d易得
  推论 d．3 对△ABC 内部任一点 P 有

（ s — a） R1r1 ＋ （ s — b） R2r2 ＋ （ s — c） R2r2 ≥4△R （29）
  这里针对不等式（29）顺便提出一个更强的猜想不等式：

猜想1 设 P 为△ A BC 内部任一点，A P，BP，CP 分别变 BC，CA ，A B 于 L，M，N ，记 PL ＝ r′1，PM ＝
r′2，PN ＝ r′3，

则 （ s — a） R1r′1 ＋ （ s — b） R2r′2 ＋ （ s — c） R2r′3≥4△R （30）
  接下来，我们再建立有关 R1，R2，R3与 r1，r2，r3的一个二次型不等式．为此，先证以下不等式：

a r1R1
R2R3 ＋ b r2R2

R3R1 ＋ c r3R3
R1R2≤ s （31）

  记∠BPC ＝ α，∠CPA ＝ β，∠A PB ＝ γ，则由余弦定理易得

a ＝ （ R2sin β＋ R3sin γ）2 ＋ （ R2cos β— R3cos γ）2
从而可见 a≥ R2sin β＋ R3sin γ
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同理知       b≥ R3sin γ＋ R1sin α， c≥ R1sin α＋ R2sin β
三式相加即得 R1sin α＋ R2sin β＋ R3sin γ≤ s （32）
易证 sin α＝ ar1

R2R3，sin β＝ br2
R3R1，sin γ＝ cr3

R1R2，故由上式立知（31） 成立（其等号仅当 P 为△A BC的内心时
成立）．

按不等式（5） 与不等式（31） 并注意到△＝ rs，就知对正数 x，y，z 继而对任意实数 x，y，z 成立下式：
（ s — a） R2R3

r1R1 x2 ＋ （ s — b） R3R1
r2R2 y2 ＋ （ s — c） R1R2

r3R3 z2≥4r （ yz sin A ′＋ z x sin B′＋ x ysin C′）

再作置换： x → x R1
R2R3，y → y R2

R3R1，z → z R3
R1R2，就得

s — a
r1 x2 ＋ s — b

r2 y2 ＋ s — c
r3 z2≥4r （ yz sin A ′

R1 ＋ z x sin B′
R2 ＋ x z y sin C′

R3 ）
也即成立下述不等式：

定理 e 对△A ′B′C′与△A BC 内部任一点 P 以及任意实数 x，y，z 有

ctg A2
r1 x2 ＋

ctg B2
r2 y2 ＋

ctg C2
r3 z2≥4（ yz sin A ′

R1 ＋ z x sin B′
R2 ＋ x y sin C′

R3 ） （33）
等号当且仅当△A ′B′C′与△A BC 均为正三角形，x ＝ y ＝ z 且 P 为正△A BC 的中心时成立．

令 P 为△A BC 的内心，则由（33） 又得
推论 e．1 对△A BC 与△A ′B′C′及实数 x，y，z 有

x2ctg A2＋ y2ctg B2＋ z2ctg C2≥4（ yz sin A2sinA ′＋ z x sin B2sinB′＋ x ysin C2sinC′） （34）
  上式中取 x ＝ a，y ＝ b，z ＝ c ，利用恒等式：

a2ctg A2＋ b2ctg B2＋ c2ctg C2＝4s（ R ＋ r ） （35）
及△＝ bcsin A2cos A2等，易得

推论 e．2 在△ A BC 与△A ′B′C′中有
sinA ′
cos A2

＋ sinB′
cos B2

＋ sinC′
cos C2

≤ R ＋ r
r （36）

  上式与文［2］中推论8的不等式：
sin A ′sin A ＋ sin B′sin B ＋ sin C′sin C ≤ R ＋ r

r （37）
比较起来颇为有趣．

另外，由定理 e易得
推论 e.3 对△A BC 内部任一点 P 与实数 x，y，z 有

x2

r1sin2 A2
＋ y2

r2sin2 B2
＋ z2

r3sin2 C2
≥8（ yzR1 ＋ z x

R2 ＋ x y
R3） （38）

  注2： 以上未予说明等号成立条件推论不等式，其等号成立条件的均要求△A BC、△A ′B′C′为正三角
形，x ＝ y ＝ z 且 P 为正△A BC 的中心（除去不涉及的因素）．
  考虑不等式（38）的推广，应用计算机作验证后，我们提出以下
  猜想2 设0＜ k ≤3，则对△A BC 内部任一点 P 与实数 x，y，z 有

x2

r k1sin2 A2
＋ y2

r k2sin2 B2
＋ z2

r k3sin2 C2
≥2k＋2（ yzR k1 ＋ z x

R k2 ＋ x y
R k3） （39）
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A Deduction of an Inequality for
Heavy Weighted Triangles and its Applications

LIU  Jian
（ School of Civil Engineering and Architecture，East China Jiaotong Univ，Nanchang330013China）

Abstract： T his paper presents a simple deduction of an inequality for heavy weighted triangles，and w ith it
some new quadratic inequalities of three variants at any point w ithin a triangle．
Key words： triangle；point；inequality
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