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任意作用力下旋转圆盘的动态模型
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摘要：推导出了受横向作用力和面内应力场作用的旋转圆盘的弯曲运动方程．通过系统的动能和势能表达式�应用哈密尔顿
原理�可获得主导偏微分运动方程．在小变形情况下�运用伽辽金方法�可将偏微分方程转换为线性常微分方程组进行求解．
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0　引　言

过去的三十多年�发表了大量的关于旋转圆盘
动力学方面的论文．其中大多数都是针对某一特定
作用力情况下来建立数学模型和进行求解�例如�
由一个固定弹簧产生的弹性力或由一个固定阻尼

器产生的阻尼力．其中很少有学者对不稳定性机理
进行研究．

Mote ［1�2］�Iwan［3�4］和 Stahl ［3］等学者研究了受移
动载荷系统的固定圆盘的不稳定性问题．Iwan 和
Moeller ［4］ 、Hutton［5］等和许多其它学者对受固定约束
系统的旋转圆盘进行了深入研究�分析了其不稳定
性特征．Ono ［6］ �Chen［7］和 Bogy ［7］等人则针对考虑摩
擦力的质量-弹簧-阻尼载荷系统的旋转圆盘�进行
了稳定性研究．Shen和Mote的论文可能是第一篇试
图解释不稳定性机理的文章�它是以受转动质量-弹
簧-阻尼载荷系统的固定圆盘为研究对象的．

总之�以前的学者们并没有对上述旋转圆盘系
统的物理机理作出进一步的研究和给出清晰的解

释�特别是对于受任意作用力引起的不稳定性机理
的研究．因此�本文提出了一个适当的动态模型�这
对于理解受任意力作用的旋转圆盘的不稳定性是

非常有意义的�同时它还为进一步研究和分析具体

应用对象的不稳定性奠定一个基础�具体应用对象
包括圆盘木锯、计算机磁盘、硅芯片切屑刀具、转子
系统及金属切削刀具等．

1　运动方程

对于同时受横向和面内作用力的旋转圆盘如

图1所示�并用空间坐标系来描述该系统．对该力学
模型作如下假定：

（1） 圆盘是匀质的和各向同性的；
（2） 圆盘的转速是恒定的；
（3） 圆盘的厚度相对于半径是非常小的；
（4） 转动惯量和剪切变形较小�可忽略不计；
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（5） 线性应变和转角的平方相对于整体较小；
（6） 绕 z 轴的转角较小忽略不计；
（7） z 方向上的应力相对于 r 和θ方向上的应

力非常小．
上述假定可得出如下应变-位移关系：

εrr＝εrrl ＋εrrn

εθθ＝εθθl ＋εθθn

εrθ＝εθrl ＋εrθn

（1）

其中：线性表面应变和弯曲应变为［10］ ：
εrrl ＝ u�r－zw�rr

εθθl ＝1
r （ u＋v�θ）－ z

r2（ rw�r＋w�θθ）
εrθl ＝1

r （ u�θ－v）＋v�r－2z
r2 （ rw�rθ－w�θ）

（2）

其中：u、v 和 w 分别是圆盘中面的径向、切向
和横向位移．

非线性表面应变表示为：
εrrn＝12w2�r

εθθn＝ 1
2r2w2�θ

εrθn＝1
r w�rw�θ

（3）

应力-应变关系由下式给出：
σrr＝ E

1－v2（εrr＋vεθθ）
σθθ＝ E

1－v2（εθθ＋vεrr）
τrθ＝Gεrθ

（4）

其中 E和 v 分别是杨氏模量和泊松比．
G＝ E2（1＋v）．

现在需要得到旋转圆盘的动能和势能的表达

式．圆盘的势能可表示为：
P＝∫2π

0 ∫b
a｛∫h/2

－h/2
12［σrrεrr＋σθθεθθ＋τrθεrθ

－ρrΩ2u］ dz－qw｝rdrdθ （5）
其中�ρ是圆盘的质量密度�Ω是圆盘的转速�

q 是均匀分布在圆盘上的横向载荷．
圆盘的动能为：
T＝∫2π

0 ∫b
a ∫h/2

－h/2
12ρ［（w�t ＋Ωw�θ）2＋（ u�t ＋

Ωu�θ）2＋（v�t ＋Ωv�θ＋ rΩ）2］ rdzdrdθ （6）
利用哈密尔顿原理：

δ∫ t2
t1（T－P） dt＝0 （7）

将式（5）和式（6）代入式（7）�经过一系列的简化
过程�可推导出空间坐标系的主导方程和边界条
件．

主导方程：
D ᐁ4w ＋ ρh （ w�tt ＋2Ωw�tθ ＋ Ω2w�θθ － h

r

［（rσ∗
r w�r ）�r ＋ 1

r （σ∗
θw�θ）�θ］ － h

r ［（ rσrr w�r ＋τrθ

w�θ）�r＋（τrθw�r＋1
rσθθw�θ）�θ］＝q（ r�θ�t） （8）

ρh（ u�tt ＋2Ωu�tθ＋Ω2u�θθ）＝σrr�r ＋1
rτrθ�θ＋1

r
（σrr－σθθ）＋ρΩ2 r （9）

ρh（v�tt ＋2Ωv�tθ＋Ω2v�θθ）＝τrθ�r＋1
rσθθ�θ＋2τrθ

r
（10）

其中：
ᐁ4＝ ●

●r2＋1
r
●
●r＋1

r2
●

●θ2
2�是双调和因子；

D＝ Eh3

12（1－v2）�是弯曲刚度．
边界条件：
（ u�v�w�w�r）｜r＝ a或r＝ b ＝0 （11）
（σrr�τrθ�Mrr�V r）｜r＝ a或r＝ b ＝0 （12）
其中：V r 是边界上的横向作用力（ r＝ a或 r＝

b）：
V r｜r＝ a或r＝ b ＝Qrr＋1

r Mrθ�θ｜r＝ a或r＝ b （13）
弯曲扭矩 Mrr�Mrθ和剪切力 Qrr分别为：
Mrr＝－D［ w�rr＋ v

r2（w�θθ＋ rw�r）］
Mrθ＝－D（1－v）1

r2（ rw�rθ－w�θ）
Qrr＝－D（ᐁ2w）�r

（14）

式（8）－（12）描述了圆盘在三个坐标方向上耦
合位移 u、v、w 的非线性响应．

对于小变形的薄圆盘（即�盘的变形相对其厚
度来说是较小的）�只需用圆盘横向位移的运动方
程即可描述其动态特性．此时�和应力相关的项仅
代表由面内作用力引起的应力场�面内作用力包
括：面内切削力、转动离心应力和表面应力张力．由
此�对于线性情况�式（8）可写成如下形式：

L（w）＝Dᐁ4w＋ρh（w�tt ＋2Ωw�θt ＋Ω2w�θθ）＋
Ls（W）＋La（w）－q（ r�θ�t）＝0 （15）
其中：
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Ls（w）＝－ h
r ［（ rσ∗

r w�r）�r＋1
r （σ∗

θw�θ）�θ］ （16）
La（w）＝－ h

r ［（ rσrrw�r＋τrθw�θ）�r＋（τrθw�r＋1
r

σθθw�θ）�θ］ （17）
Ls 是和对称应力场相关的膜算子�对称应力场

由离心力．残余应力张力产生．La 是和不对称应力

场相关的膜算子�不对称应力场由面内边界力产
生�如面内切削力．

q（ r�θ�t）代表总的横向作用力�它可以是单个
或多个横向作用力．对于承受固定质量-弹簧-阻尼
载荷系统的旋转圆盘�其横向作用力可以方便地由
下式表示：

q（ r�θ�t）＝－（mw�tt ＋ cw�t ＋kw）1
rδ（ r－ r0）δ

（θ－θ0） （18）
其中：δ（ ）是 delta函数�（ r0�θ0）给出了固定载

荷在空间坐标系的位置．K�m 和 c 分别是刚度、质
量和阻尼系数．

一般移动的横向力可表示为：
q（ r�θ�t）＝1

rδ（ r－ r0（ t））δ（θ－θ0（ t））p（ t）
（19）

其中：作用力为恒力时�p（ t）＝ p；作用力是简
谐力时�p（ t）＝psin（ωt＋ψ）．对于自激振动的情况�
p（ t）将会是圆盘位移、速度、加速度的函数．

2　求解方法

主导方程（15）是一个具有复杂边界条件的四阶
偏微分方程�难以得到准确的解析解．本文中�应用
伽辽金方法来进行求解．为此�将旋转圆盘的横向
位移假定为如下展开式形式：

w（ r�θ�t）＝ Σ
M

m＝0Σ
N

n＝0｛Rmn （ r） ［ Cmn （ t）cos（ nθ）＋
Smn（ t）sin（ nθ）］｝ （20）
式中 Cmn（ t）和 Smn（ t）是待确定的未知函数．m

和 n 分别表示节圆数和节径数．Rmn （ r）cos（ nθ）和
Rmn（ r）sin（ nθ）是无约束盘的形函数�而 Rmn（ r）是为
满足内、外弯曲边界条件而选定的径向形函数．Rmn

（ r）可以近似为贝塞尔函数或多项式函数．这里�设
定 Rmn（ r）为 r的多项式形式：

Rmn（ r）＝Σ
5
i＝1Emnir（m＋ i－1） （21）

式中 Emni是由盘外边缘边界条件决定的未知系

数�一般 Rmn（b）＝1．
为便于叙述�在（15）式中�假定仅有一个固定的

横向力 P作用于（ r0�θ0）�一个固定弹簧作用于（ rc �
θc）�且仅有由离心力或张力引起的轴对称应力场
（即（16）式）．将式（20）代入式（15）�应用伽辽金步
骤：

∫2π
0 ∫b

aL（w）（Rqlcos lθrdr） dθ＝0 （22）
∫2π

0 ∫b
aL（w）（Rqlsin lθrdr） dθ＝0 （23）

（q＝0�1�2�…�M；l＝0�1�2�…�N）
可得到如下两个式子：
ΣM
m＝0αl ［δ（1）

qmlC
．．

mL ＋δ（2）
qmlS

．
ml ＋δ（3）

qmlCml ］＋ΣN

n＝0ΣM
m＝0［ N（1）

mnql

Cmn＋N（2）
mnqlSmn ］＝PRql（ r0）cos（ lθ0］ （24）

ΣM
m＝0βl ［δ（1）

qml S
．．－δ（2）

qml C
．

ml ＋δ（3）
qml Sml ］ ＋ ΣN

n＝0ΣM
m＝0［ N（3）

mnql

Cmn＋N（4）
mnqlSmn ］＝PRql（ r0）sin（ lθ0） （25）

（q＝0�1�2�…�M；L＝0�1�2�…�N）
式中：
δ（1）

qml ＝ρhπ∫b
a rRml（ r）Rql（ r） dr

δ（2）
qml ＝ρhπ（2lΩ）∫b

a rRml（ r）Rql（ r） dr

δ（1）
qml ＝ Dπ∫b

a r｛［ d2

dr2＋1
r

d
dr － l2］2Rml （ r）｝Rql

（ r） dr－ hπ∫b
a｛d

dr ［ rδrr
dRml（ r）

dr ］ － l2
rδθθRml （ r）｝Rql

（ r） dr－ l2Ω2δ（1）
qml

N（1）
mnql ＝kRmn（ rc）Rql（ rc）cos（ nθc）cos（ lθc）

N（2）
mnql ＝kRmn（ rc）Rql（ rc）sin（ nθc）cos（ lθc）

N（1）
mnql ＝kRmn（ rc）Rql（ rc）cos（ nθc）sin（ lθc）

N（1）
mnql ＝kRmn（ rc）Rql（ rc）sin（ nθc）sin（ lθc）

α1＝ 1　（ l≠0）
2　（ l＝0）�　β1＝ 1　（ l≠0）

2　（ l＝0）
（24）式和（25）式可以写成矩阵形式：
［ M］｛x

．．｝＋［ G ］｛x
．｝＋［ K ］｛x｝＝｛f｝ （26）

其中：
｛x｝＝（ C00�C10�…�CM0�C01�C11�…�CM1�S01�

S11�…�SM1�…�C0N�C1N�…�CMN�S0N�S1N�…�
SMN）T

一般�［ M］是实对称的正定矩阵�［ G ］是实斜对
称矩阵�［ K ］是实对称矩阵但不一定是正定的．同时
注意到�矩阵［ G ］和［ K ］是Ω或Ω2的函数�因此�圆
盘系统的动态特性也就取决于旋转速度．

一般线性运动方程（26）可以在状态空间的模态
域解耦�因此就可以计算出在伽辽金空间的响应｛x
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（ t）｝．通过（20）式�可将｛x（ t）｝转换为 w（ r�θ�t）形
式�从而获得物理空间的响应．

3　小　结

本文以受横向作用力和面内应力场的旋转圆

盘为研究对象�推导出了它的弯曲运动方程．方程
中�由弯曲产生的应变能和中面的拉伸影响均被考
虑进去了�因此�这对于圆盘较大幅值的振动是更
符合真实情况的．应用了能量法（哈密尔顿原理）�
通过系统势能和动能的表达式�来获得主导偏微分
运动方程．
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A Dynamic Model of a Rotating Disc Subjected to Arbitrary Interactive Forces

GUO Hou-kung�XIONG Guo-liang�LI Jun
（School of Mechanical Engineering�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract：The equations of flexural motion of a rotating disc with transverse interactive forces and in-plane stress fields
are derived．The energy approach （Hamilton’s principle） is employed to obtain the governing partial differential equation
of motion from the expressions of potential and kinetic energies of the system．A set of linear ordinary differential
equations in the case of small deflections is determined by application of the Galerkin’s method．
Key words：Rotating of DISC；Equations of Motion；Galerkin’s Method
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