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混合单调算子对的公共不动点定理
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摘要：利用一种非对称迭代格式进一步研究了一类混合单调算子对的公共不动点的存在性、唯一性�并得出此迭代的误差估
计．
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1　引　言

迭代逼近的方法是处理非线性问题的基本工

具之一�特别是对于在适当的序条件下的非线性单
调算子问题应用迭代方法得出了许多好的结果（见
文［1］ ［2］ ［3］等）�本文利用一种非对称迭代格式进一步
研究了一类混合单调算子对的公共不动点的存在

性、唯一性�并得出此迭代的误差估计．
以下总假定 E是一个实 Banach空间�P是 E中

正规锥�N为 P的正规常数�半序“≤”是由锥 P 诱
导的．

定义1　设 x0∈ E�y0∈ E�有 x0＜ y0�称集合
［ x0�y0］＝｛x｜x0＜x＜y0｝为 E中的序区间．
定义2　设非空集合 D⊂E�算子 A：D×D→E

称为混合单调算子�如果
（Ⅰ） 对每个固定的 y∈D�A（ x�y）在 D 上关

于 x 是单调递增的；
（Ⅱ） 对每个固定的 x∈D�A（ x�y）在 D 上关

于 y 是单调递减的；
定义3　设 A：D×D→E是 D上的算子�如果
（Ⅰ） 如果存在 x∈D�y∈D�x≤y�使得 A（x�

y）＝x�A（y�x）＝y 则称（ x�y）是算子 A 在 D上的
一个耦合不动点．

（Ⅱ） 如果存在 x∗∈D 使得�使得 A（ x∗�x∗）
＝x∗�则称 x＝x∗是算子 A 在 D上的一个不动点．

2　主要结果

定理1　设 A、B：［ x0�y0］×［ x0�y0］→ E 的两
个混合单调算子�若 A 在 ［ x0�y0］上是连续算子�且
存在常数α�β∈（0�1）�α＋β＜1�满足下列两个条
件：
（Ⅰ） x0＋α（ y0－ x0）≤B（ x0�y0）≤A（ y0�x0）

≤y0；
（Ⅱ）θ≤A（ y�x）－B（ x�y）≤β（ y－ x）�当 x0

≤x＜y≤y0时；
（Ⅲ） B（y�x）≤A（y�x）�当 x0≤x＜y≤y0时．
则混合单调算子对 A（x�y）＝z�B（x�y）＝z 在

［ x0�y0］上有唯一的公共不动点 z0．
构造迭代格式：
xn＋1＝B（xn�yn）－α（yn－xn）
yn＋1＝A（yn�xn） �n＝0�1�2�…．
都收敛于 z0�且有误差估计式
‖xn－z0‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖
‖yn－z0‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖
证明　1°由数学归纳法验证
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xn－1≤xn≤yn≤yn－1 （1）
事实上�n＝1时�由条件（Ⅰ）得
x0≤B（x0�y0）－α（y0－x0）＝x1
　＜B（x0�y0）≤A（y0�x0）＝y1≤y0�

式（1）成立．
假设 n＝k 时式（1）成立�即有
xk－1≤xk＜yk≤yk－1
从而有　α（yk－xk）≤α（yk－1－xk－1）

又由于 B是D上混合单调算子�则 B（xk－1�yk－1）≤
B（xk�yk－1）≤B（yk�xk）�
当 n ＝k＋1时�由归纳假设得
xk≤B（xk－1�yk－1）－α（yk－1－xk－1）
　≤B（xk－1�yk－1）－α（yk－xk）
　≤B（xk�yk）－α（yk－xk）＝xk＋1
　＜B（xk�yk）≤A（yk�yk）＝yk＋1
　≤A（xk－1�yk）≤A（yk－1�xk）
　≤A（yk－1�xk－1）＝yk

式（1）成立．
2°下面证明｛xn｝与｛yn｝是 E 中的 Cauchy 序

列．
由1°和条件（Ⅱ）以及 A、B的混合单调性得
θ≤yn－xn
　＝A（ yn－1�xn－1）－ B（ xn－1�yn－1＋α（ yn－1－

xn－1）
　≤β（yn－1－xn－1）＋α（yn－1－xn－1）
　＝（α＋β）（yn－1－xn－1）

继续可得

θ≤yn－xn
≤（α＋β）（yn－1－xn－1）
≤（α＋β）2（yn－2－xn－2）
≤…
≤（α＋β） n（y0－x0）

根据 P的正规性得
　‖yn－xn‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖ （2）
又

θ≤xn＋m－xn≤yn＋m－xn
≤（α＋β）m（y0－x0）

θ≤yn－yn＋m≤yn－xn＋m

≤（α＋β）m（y0－x0）
故

‖xn＋m－xn‖≤N（α＋β）m‖y0－x0‖
‖yn－yn＋m‖≤N（α＋β）m‖y0－x0‖

因此｛xn｝与｛yn｝是 E中的 Cauchy 序列．
3°设 lim

n→∞xn＝ x－�lim
n→∞ yn＝ y－�x－＝ y－＝ z0就是 A、

B的公共不动点．
由（1）式得
xn≤x－≤y－≤yn�θ≤y－≤x－≤yn－xn

根据 P的正规性得　x0≤y－＝x－＝z0≤y0
由条件（Ⅲ）得�
xn ＜B（xn�yn）≤B（z0�z0）≤B（yn�xn）
≤A（yn�xn）＝yn＋1≤yn （3）

因此　θ≤B（z0�z0）－xn≤yn－xn
根据 P的正规性得

‖B（z0�z0）－z0‖≤‖B（z0�z0）－x0－xn‖＋
‖xn－z0‖→0�n→∞
即　B（z0�z0）＝z0

另一方面 A 在 ［ x0�y0］上连续�故 z0＝limn→∞ yn＋1
＝lim

n→∞A（yn�xn）＝A（z0�z0）
综合之�z0是 A、B的公共不动点．
4°　 z0是唯一的．设 z′≠ z0也是 A、B 在 ［ x0�

y0］上的公共不动点�则
x1＜x1＋α（y0－x0）＝B（x0�y0）
≤B（z′�z′）＝z′≤B（y0�x0）
≤A（y0�x0）＝y1

由数学归纳法得 xn≤z′≤yn．从而 z′＝z0．
最后�在（2）式中令 n→∞便可得到误差估计

式．证毕
注意：在定理1中算子 A 的连续性不可缺少．
例1　 E＝（－∞�＋∞）�P＝［0�＋∞］�算子

A、B：12�1 × 12�1 →E�

A（ x�y）＝
34＋14（x－y）　x＞y

　　0　　　　x≥y
　与 B（ x�

y）＝34�∀x�y∈ 12�1 ．
可以验证α＝12�β＝14�A 不连续�但 A、B 满足定
理1中的其它条件�显然 A（ x�x）＝0≠34＝ B（ x�
x）�不可能存在公共不动点．
推论1　设 A：［ x0�y0］× ［ x0�y0］→ E 的连续

混合单调算子�且存在常数0＜α＜12�使得
（Ⅰ） x0＋α（y0－x0）≤A（y0�x0）≤y0；
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（Ⅱ）θ≤A（ y�x）－B（ x�y）≤α（ y－ x）�当 x0
≤x＜y≤y0时．

则 A（x�y）在［ x0�y0］上有唯一的不动点 z0．
构造迭代格式：
xn＋1＝A（xn�yn）－α（yn－xn）
yn＋1＝A（yn�xn） �

n＝0�1�2�…．
都收敛于 z0�且有误差估计式
‖xn－z0‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖
‖yn－z0‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖．
将定理1的条件（Ⅱ）加强后�算子 A 的连续性

可以去掉．
定理2　设 A、B：［ x0�y0］×［ x0�y0］→ E 的两

个混合单调算子�若存在常数α�β∈（0�1）�α＋β＜
1�满足下列两个条件：

（Ⅰ） x0＋α（ y0－ x0）≤B（ x0�y0）≤A（ y0�x0）
≤y0；
（Ⅱ）θ≤A（ y�x）－B（ x�y）≤β（ y－ x）�当 x0

≤x≤y≤y0时．
则混合单调算子对 A（x�y）＝z�B（x�y）＝z 在

［ x0�y0］上有唯一的公共不动点 z0．
构造迭代格式：
xn＋1＝B（xn�yn）－α（yn－xn）
yn＋1＝A（yn�xn） �

n＝0�1�2�…．
都收敛于 z0�且有误差估计式：
‖xn－z0‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖
‖yn－z0‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖．
证明　类似于定理1的证明�只需在（3）式变为
xn ＜B（xn�yn）≤B（z0�z0）≤A（z0�z0）
≤A（yn�xn）＝yn＋1≤yn（3′）即可．

例2　 E＝（－∞�＋∞）�P＝［0�＋∞）�算子
A、B：12�1 × 12�1 →E�

A（x�y）＝
34＋14（x－y）　x≥y

　　　0　　　x＜y

与 B（x�y）＝34�∀x�y∈ 12�1
则 A、B有唯一的公共不动点 z0＝34．
定理3　设 A、B：［ x0�y0］×［ x0�y0］→ E 的两

个混合单调算子�若存在常数β∈（0�1）�满足下列
两个条件：
（Ⅰ） x0≤B（x0�y0）≤A（y0�x0）≤y0；
（Ⅱ）θ≤A（ y�x）－B（ x�y）≤β（ y－ x）�当 x0

≤x≤y≤y0时．
则混合单调算子对 A（x�y）＝z�B（x�y）＝z 在

［ x0�y0］上有唯一的公共不动点．
构造迭代格式：
xn＋1＝B（xn�yn）
yn＋1＝A（yn�xn）　�n＝0�1�2�…．
都收敛于 z0�且有误差估计式：
‖xn－z0‖≤Nβn‖y0－x0‖
‖yn－z0‖≤Nβn‖y0－x0‖．
事实上类似于定理1的证明：
xn－1≤xn≤yn≤yn－1　 n＝0�1�2�…．
θ≤yn－xn
＝A（yn－1�xn－1）－B（xn－1�yn－1）
≤β（yn－1－xn－1）．

于是结论成立．
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