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dε（ t）/d t＝δ（ t）在时域分析中的应用
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摘要：通过对 dε（ t）/d t＝δ（ t）证明的分析�本文得出了在时域范围内�状态变量求导时�使用 dε（ t）/d t＝δ（ t）的条件；并且给出
了具有跳跃间断点函数求导的简单方法．
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1　问题的提出

单位阶跃函数ε（ t）与单位冲击函数δ（ t）均为
奇异函数�用单位阶跃函数可以简洁地表示电路的

激励与响应�因此在《电路分析》、《信号与系统》中
得到广泛的应用．

如图1（a）所示为一简单一阶 RL 电路的电感电
流与电压的响应�由三要素法可得：

　　 iL（ t）＝ Is＋（ I0－ Is） e－ R
L t　（ t≤0）

uL（ t）＝R（ Is－ I0） e－ R
L t　（ t≥0）

如果用单位阶跃函数ε（ t）表示该电路的激励与响
应�则图1（a）可改画成图1（b）所示�可省去一个开
关�只要把电流源表示成 Isε（ t）即可�相应地电感电
流和电压的响应可表示为：

iL（ t）＝［ Is＋（ I0－ Is） e－ R
L t ］ε（ t） （1）

uL（ t）＝R（ Is－ I0） e－ R
L tε（ t） （2）

利用（1）式�通过电感元件的电流电压关系
uL（ t）＝L（d iL（ t）/d t）求得的结果是：

uL（ t）＝R（ Is－ I0） e－ R
L tε（ t）＋LI0δ（ t） （3）

当 I0＝0即零状态响应时（3）与（2）是一致的�
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但当 I0≠0时（3）式结果与（2）式结果不同�由电容
电压与电感电流的跃变条件可以说明该电路的电

感电压响应 uL（ t）无冲击成分�即（3）式是错误的．
造成这种错误的原因是由于对电感电流求导

时应用了 dε（ t）/d t＝δ（ t）引起的�所以说应用 dε
（ t）/d t＝δ（ t）是有条件的�条件只有在 dε（ t）/d t＝
δ（ t）的证明过程中去寻找．

2　关于 dε（ t）/d t＝δ（ t）的证明
阶跃函数是个间断函数�从数学上来说在间断

点的导数是不存在的�但在《电路分析》、《信号与系
统》中用特殊的方法可以确定其导数�即为冲击函
数δ（ t）�证明如下：

设一非理想电源接入电路中�其函数变化关系
为 f（ t）�如图2（a）；显然 f（ t）对时间 t 的导数如图2
（b）�从图中可以求出矩形脉冲的面积为1．

当τ→0时�由ε（ t）定义�则有 f（ t）＝ε（ t）�且：
－τ2→0－�τ2→0＋

而矩形脉冲的面积仍保持为1�由δ（ t）的定义�即
有 lim

τ→0
d f（ t）d t ＝δ（ t）

　　故： dε（ t）/d t＝δ（ t）

3　分析及应用

在 dε（ t）/d t＝δ（ t）的证明过程中�可以看出对
于有间断点的ε（ t）函数求导必须考虑在间断点左
右两侧的情况�也就是说在时域分析中应用 dε（ t）/
d t＝δ（ t）�此关系的条件是必须考虑换路前后的状
态．

用 uL＝L（d iL （ t）/d t）关系求电感电压时�由于
要对 uL（ t）求导必须考虑 t＜0电感电流的原始状
态�为了在 iL（ t）能体现出 t＜0时的原始状态�应加
上 I0ε（－ t）一项�这样就有：

iL（ t）＝ I0ε（－ t）＋［ I0－ Is） e－ R
L t ］ε（ t）

则　 uL（ t）＝L d iL（ t）d t
＝－ LI0δ（－ t）＋ L ［ Is ＋（ I0－ Is ）
e－ R

L t ］δ（ t）＋R（ Is－ I0） e－ R
L tε（ t）

＝R（ Is－ I0） e－ R
L tε（ t）

（因为　δ（ t）＝δ（－ t））
这一结果与（2）式相同�无冲击成分．

零状态响应时�由于 I0＝0�即 I0ε（－ t）＝0�故
对 iL（ t）求导时可直接用 dε（ t）/d t＝δ（ t）�其实已
经考虑到换路前的状态．

如图3（a）所示�S 闭合后电路结构发生变化�电
容电压要发生跃变�在求解电容电流时应用 dε（ t）/
d t＝δ（ t）也必须考虑换路前的原始状态．由换路定
则�有：
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　　 C1uC1（0－）＝C1uC1（0＋）＋C2uC2（0＋）
uC1（0＋）＝ uC2（0＋）

解得：uC1（0＋）＝ uC2（0＋）
＝ C1

C1＋C2 uC1（0－）
＝ C1Us

C1＋C2
时间常数τ＝R（C1＋C2）

电容电压稳态值 UC1（∞）＝UC2（∞）＝US

由三要素法得：
uC1（ t）＝ uC2（ t）＝［Us－ C2US

C1＋C2e
t

R（C1＋C2） ］ε（ t）
考虑 t＜0情况�由于电容 C2是零状态�UC2（ t）表达
式不变�而
　 uC1（ t）＝ uSε（－ t）＋［Us－ C2US

C1＋C2e
t

R（C1＋C2） ］ε（ t）
电容电流为：

iC1（ t ） ＝ C1
d uC1d t ＝ － C1C2

C1＋C2 USδ（ t ） ＋
C1C2US

R（C1＋C2）2e－ t
R（C1＋C2）ε（ t）

iC2 （ t ） ＝ C2
d uC2d t ＝ C1C2

C1＋C2 USδ（ t ） ＋
C22US

R（C1＋C2）2e－ t
R（C1＋C2）ε（ t）

　 i（ t）＝ iC1（ t）＋ iC2（ t）＝ C2US

R（C1＋C2） e－ t
R（C1＋C2）ε（ t）

从图3（b）中可以看出 iC1（ t）与 iC2（ t）的冲击成分�
这冲击电流是由于电容电压的跃变引起的�更确切

地说是由于电容 C1中原储存的电荷对 C2的瞬间
放电所引起的�而不是电源所引起的�故 i（ t）无冲
击成分．

上述结果的冲击强度为：
A1 ＝ C1C2

C1＋C2US＝C1（ C1US

C1＋C2－US）
＝QC1（0＋）－QC1（0－）

A2 ＝ C1C2
C1＋C2US＝C2（ C1US

C1＋C2－0）
＝QC2（0＋）－QC2（0－）

显然冲击强度为换路前后的电荷之变化．
从上述分析可以得到在时域范围内对任何具

有跳跃间断点函数求导的简单方法：在间断点 必存
在冲击�其冲击强度为间断点两侧的变化量�其它
连续区间内仍按数学方法求导．

4　结论

a） 状态变量在时域范围内�用阶跃函数ε（ t）
表示时�应用 dε（ t）/d t＝δ（ t）对状态变量求导的条
件是必须考虑到换路前后的两个状态．

b） 在时域范围内对某一信号进行微分处理时�
在间断点 t0（跳跃间断点）必存在冲击成分�且其冲
击强度为 A＝ f（ t0＋ － f（ t0－ ）�这个结论可直接应
用．
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Applications of the equality dε（ t）/d t＝δ（ t） in Time-Domain Analysis
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Abstract：By the analysis to the equality dε（ t）/d t＝δ（ t）�in time-domaim�we have obtained the condition of using
equality dε（ t）/d t＝δ（ t） when calculating derivative of state variable．And farther gave a simple method of calculating
derivative for the functions with jump discontinuous node．
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