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关于图的符号边控制数
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摘要 �
设 ‘ 为一个 � 阶连通图

，
� 二 ����� �

，△ 和占分别为图 ‘ 的最大度和最小度
，

给出了图 ‘ 的符号边控制数的一个下界
，

。 � ， ， 。 、 二
琳 一 �△ 一 占��凸 一 ���� 一 占�

二 、 一 � 一 � ， � ， �，
�

� ， ‘ � … 、 ， � ，
即 丫

�

�‘ ��「�
立三二赞岁千巴华�门

，

并确定 了几类特殊图的符号边控制数
�

‘ � 、 一 声 ， ’
�乙 一 � ” 尹 ‘ ” �

心 ‘ “ �
一‘ ， ‘ 一州

’ 硬 ，， �

�
，玉

’

州�
‘

关 健 词 �符号边控制 函数�符号边控制数

中图分类号
�����

�

� 文献标识码 ��

� 引 言

本文所指的图均为无向简单图
，

文中未说明的

符号
、

术语同于文献 【��
�

设 �� �����
， ￡����为一个图

， �任 ����
，

��

���和 �� 【 “ �分别表示 “
点在 ‘ 中的邻域和闭邻

域
，

����� 二 ������ �为
“
点在 ‘ 中的度

�

若 �� �

�‘ �
， ‘ 【��表示 �在 ‘ 中的导出子图

�

若
。 二 训任�

���
，

则 ���
。
�� �

。 ，

任�����
。 ，

与
。
相关联�称为

。

的边邻域
，
�‘ �

。
�� ����

。
��称为

。
在 ‘ 中的边度

，

即与
�
相关联的边数

�

戈�
。
�
�
凡�

。
���

�
�称为

。

的闭边邻域
�

不难看出
�
对任意

。 二 二� ��‘ �
，

心

�
。
�� ���

�
�� �

‘
�
。
�
一 �

�

定义 ���� 设 ‘ � ��
，
��为一个非空图

，

一个

双值函数�
��

一
���

， 一 ��被称为 ‘ 的一个符号

和 ��
，

显然有 �
，�

��
�
� ‘ ��� �

‘ �

��
�
�� �

‘ ，

��
�
�

，

因此
，

我们只需研究连通图的符号边控制数
�

近些年来
，

图的多种控制概念在不同程度上得

到了研究 【�一 �」，

然而
，

它们均属于图的点控制问

题
�

文 【�〕中首先引人了图的边控制概念 ，

即符号边

控制概念
�

确定了 �� 条边的图的最小符号边控制

数
�

并提出了确定
�
阶图的最小符号边控制数间

题
，

这一问题似乎是非常困难的
�

研究中我们发现
，

符号边控制数较小的图往往具有较小的最小 度和

较大的最大度�参见文 【�」�
�

在固定最大度 △ 和最
小度占的情况下

，

探讨符号边控制数的下界是非常

有意义的
，

文 【�〕中获得了
引理 ���� 对任意

�
阶图 �

，
� 二 一忍���一

，
乙

为 �的最大度
，

则 �’ ，

�‘ �� � �

为正则图时丫
，

��� 〕 �
�

乙

万
�

�

特殊地
，

当 ‘

边控制函数
，

如果对任意
。 任�均有

‘ 户 〔

的符号边控制数被定义为

瓷
。。

产
“ ’

�， ‘

成立
�

图 ‘

�’ ，

��������
。

举
“
�’�为 ‘ 的符号边控制函数�

本文的主要 目的是给出符号边控制数的另一

个下界
，

并推广了关于正则图 ‘ ，

丫
，

�‘ �� �的结

论
�

此外
，

还确定 了圈
、

路及完全图的符号边控制

数
�

由定义可见
，

对任意非空图 ‘ ，

均有 一 ���‘ ��

‘ �’ ，

��� ‘ ���‘ ��
�

自然地定义空图贾的符号边

控制数丫
�

�瓦�
� �

�

对于任意两个点不相交的图 ‘ �

� 主要结果及其证明

定理 � 对任意
�
阶连通图 ‘ ，

若 ����� �� 。
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’

一 艺口 一 �

其中 △ 、

占分别为图 ‘ 的最大度和最小度
�

「� 关 �表

示不小于
�
的最小整数

�

证明
�
因 ‘ 为连通图且 � � �

，

当 乙 二 �时
，
占�

� 二 �
， ‘ 二 凡

，

定理显然成立
，

下设 乙 〕 �
�

设�为图 ‘ 的一个符号边控制函数且使得 �

�‘ �二 艺 ��
。
�成立

�

令
心七 ����

君， 二
�
。 任�������

。
�� � ��

￡� � ��任�������
�
���

一 ��

显然
，
����

二 ￡�
��

�
且 百，

门�
� � 必

�

记
� 二 ��，�

， � � ��� �
，

显然有 � � � � �，
�

�‘ �二 。 一 ‘
�

定义 ‘ 的两个子图 ‘ ，
和 ‘ �如下 �

��‘ 一 ，�了
’ ，

���二 � � �‘ 一 “ �分
’

�
�
� ���

下面证明
�

分
‘

�
�
�， 一 �△ 一 ���

� 一 “� ���

��
�

�� 对任意一点
� ��

，

均有 �
‘

��� 〕 一
�� �

��
�

事实上
，

注意到 乙 � �且 ��
’

��� �感 �‘ ��� ‘

匕
�

�反证�假设存在
�任�使得 �

‘

��� ‘ 一
�公 �

��
，

即 �
‘

�
�
�� 一 乙 或

一 �乙 一 ��
�

则存在一条边 训任�使得��浏�
二 一 �

，

因此
，

�
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�。 �� �
‘ �
�
”
�一 �气�

”
�蕊 ��

‘
�
，
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一 ��

一 �落

乙 一 �
，

由于�为 ‘ 的符号边控制函数
，

由定义知

���
�

�

��认�

����

�‘
��� �

，
�� 即有

。 。

总
，
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“
�

�
骨

� �
’

���� �
‘

�。 �一��娜�〕 �

�
�
�� �△ 一 ��一 �一 ��〕 �

对于每一点
� 任 ����

，

定义 �
’

�
��二 �

��

�
�
�

一 �气���

令 � �
�
�任 ������

‘

���〕 ��

� � �
� 〔

、

������
’

���簇��

显然 ����� ���且 �门� � 必�

由于 �
‘ �

����
� 一 �二 ����

，
��一 ����

�
��

�
一 �

“

募
‘ ，�‘ ， ‘ �，一

告
“

澎
‘ ，�、

����盖
“

纂
‘ �
�

’

�
�
�

从而有
“

募
‘ ��

’

�
�
�� “ �

‘ ·

�“ � �，�

对于任意一条边
。 � 翻任��‘ �

，

由符号边控制函数

�的定义知
‘ 。

策
〔。

厂�
“ ‘

�“ ‘ ， ”�“
’

�
�
�� “ ’

‘ ” �一�

�
�
�” ‘ ，

从而，

募
‘ ��“

’

���� “ ‘

�
，
�一��
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��， �

·

�

昌
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’

���� “ ’

�
”
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荟
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���
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纂
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���“

’

���， � � 。 。

荟
‘

厂�小
� � �
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�
’

�
�
�妻

一 �乙 一 �� 与假设矛盾

因此
，

结论��
�

劝成立
�

��
�

�� 若对每一点
“ ��

，

均有 �
’

��� � �
，

则���

式显然成立�注意到 乙 〕 ��
�

��
�

�� 若存在
�。
�刀使得 �

’

�
�。
�笋�

，

即 �
‘

�
�。
�

‘ 一 �
，

则 ���
“ 。
�门� 二 必

�

�反证�若 �� ��
。
�门召 尹 必

，

即存在
。 。 任 刀

，

使得

�。 。 。 � 。 任����

由符号边控制函数�的定义知
‘ 。

瓷
〔。

尸“ �� “ ’ ‘�。
�� �

’ ‘。 。 �一�� �。 ，。
�二 �

注意到 �
’

�
�。
�感 一 �

， ，。 任�知�
’

�。
。
�‘ �

，

这

导出��
�。 。 。

�蕊
一 �

�

这是不可能的
�

即结论��
�

��成

立
�

由结论��
�

��知 �� �
“ 。
�二�

，

从而 �� �〕 �戈

���

因为当
�任滩时

，
�

’

�
�
�多 �

，
�‘ �

�
�‘ 乙 �

当
���时

，
�

’

�
�
�‘ �

，

�‘ �
�
�� 占

�

因此
， �

艺
�

�‘ ���‘
’

�
“
�� ��

‘
�
�
��

’

�
�
��

�〔 ��‘ � 一 � 〔 通

�
�。
��〕 �

�

因为���� ���二 � ，

从而有

���蕊 � 一 舀

结合结论��
�

��我们有�注意 乙���

���
‘

���，总〔 一 �乙 一 “�卜
一 �‘ 一 ��’� ”

� 、 才

白� 砰‘
“ 七 尽

�
�
��

‘

�
�
�

‘ 乙
产

’

���
十 “

�占
一 △�艺�‘

�
�
�

一
�△ 一 ���

� 一 占�
�

至此
，

我们证明了不等式���
�

由���和���得

��乙 一 ���
‘ �

���� � 一 �乙 一 ���△ 一 ���
� 一 占�

艺�
’

�
“
�二 乙 �、

‘ ‘ �
“ 〔 ����

�
‘

�
�
�� �

‘ �

����

注意到 �’

。 一 �乙 一 占��乙 一 ����
一 占�

�乙 一 �

�‘ �为整数
，

因此
，

定理 �证毕
�

即 △ �、
“盆�

“ 〔 ����
�

’

�
�
�� �占一 △�分

’

���， � � �
‘ �

�‘ � 由定理 �可直接得到

由���得到
�

推论 � 对任意
� 阶 �一 正则连通图均有
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洽
一

�� 「
忐

刁

这一推论推广了文 〔��中关于正则图的结论�引理
��

�

对于一般给定的图 ‘ ，

确定 �’ ，

�‘ �的确切值往

往都是比较困难的
�

下面我们给出圈
、

路及完全图

的符号边控制数
�

定理 � 对任意正整数
� ��

�

均有

���
‘ ，

��
。

��

�
的最大整数�

�

��丫
，

�凡�

���
，�

�凡�

。 一 �
�剖 �其中���表示不大于

。 �
卜 �「
宁

刁
·

��
�

�� 若存在
� 。
任 ���

。

�使得 �
‘

�
� 。
�蕊 一 �

，

则

存在至少一点
。 。
呀 ��凡 �使得��

�。 。 。
�二 �

，

由定义

知
� 、 了� � 、 � � 畏

了 二 、 �

� 倪 �
� �

、 了了
� �

� �

、 � �
。 。

武
、
产气

“ ’ 二 “ �“ 。 ’ � “ �” 。 ，一 ，�� 。 ” 。 ，二 ，

得知 �
‘

�
。 。
�妻�

·

除 “ 。
和

。 。
之外

，

其余任意一点
。 ，

均有 �
’

�
。
�

� �
�

田
，
泌 、 ， 、 � 、 � 生 、 ， � · ‘ �

八 �工， � � ， �
了 �

四此
。 。

叔厂
气“ ’ 二 万

“ 。
叔

�“ 、 �” 万卜
，� 乙 � 气�

一 ���二 卫于卫
�

� ， ，

�

注意到
“
为偶数

，

且
。 。

叔���
“
�为整数

·

当
�
为偶数时 �

因此 艺
已����

几

产� 、 �

�、 �夕多万
’

当
�
为奇数时

�

证明
�
�� 对于 久 的任何一个符号边控制函数

�
，

在�下
，

标有 一 �的边至多有【晋�条�否则存在一
条边

。 ，

使得 ��
。 〕中有两条 一 �边和一条 � �边

�

这

与�的定 义 矛 盾 �
�

标有 � �的边 至少有
� �

�要�条
�

从而
� ��“ 、 · ， 、 二 、

�
，�

���二
。 一 ��要�

�

， � 、 � 。 ， ， 一 �� ��
’

反之
，

记 � 的边依次为
。 ， ， �� ，… ， �。 ，

令

��
�

�� 若对每一点
�任 ��凡�

，

均有 �
’

�
�
���

�

注意到 �
’

���为奇数
，

从而 �
‘

�
�
�〕 �

�

�一�

����

即
。 。

歌���
‘ �

�
一 �

艺 �
‘

“ ‘ 以气�

�二�当
�
为奇数时 ��

�“ �二晋
·

’

�
“
�均为偶数

，

注意到

� 〕 �
�

��
�

�� 若存在一点
“ 。
任 �� 凡 �使得 �

‘

�
“ 。
�蕊

�

�
，

则对每一点
“ 尹 �。 ，

均有
。 。

斌��
“
�� “ ’

���� �
’

�
�。
�一爪

�。 �
�二 �

即 �
’

���� ����
�。 ��一 �

’

�
�。
�多 一 �

’

��
。
�

，

��
。 ‘
�
二

�
一

�
� � �

�二��
�期妇��

否则 �

可见�为久 的符号边控制函数
，

且
�

���
����

“

从 而
。 。

裁
，� ‘ · ， 二

告
，。

敌
， “ ’

‘ ·

�
� 一 ���一 �

’

�
�。
��� �

‘

��
。
�

�
一 �
����
因此

， ，，�

��
。

�� 。 一 �
�号」

一

告‘
� 一 ” “ ’ � 一 �

、 ���必 、 � 一 ‘ �必 一了

�� 类似于���
，

容易证明
�

�� 首先证明
�
对于 凡 的任意一个边控制函数

�
，

均有

��
�

�� 若存在一点
�。 任 ��凡 �使得 �

‘

��
。
�� �

�

则对任意
“ 笋 “ 。 ，

均有
�

习
�

��
。
�二

。 七 �上�� 肚�

�
‘

�
�。
�� �

’

���一��
�。 �
�〕 �

旦

�
当

�
为偶数 �

即 �
‘

��

“ 。

试
��“

‘

�一��
�。 �
�妻 �

�
�
�
一

��
� 。 �
��〕

� 一 �

�〔 ���
丹

� 一 �

�
当

� 为奇数
�

“ 尹 、

由于 “ ’

�
�。
�� ” 故

。 。

诫
���

���
�

“ ”
·

护���
�

子
、
��
�

�
‘

妻�尸

�尹 、

因此 艺 �
’

� 〔 以气�
�
�
�多 � 一 �

二，山畏几一�

类似于定理 �的证明中
，

定义 �， 、
��

、 ‘ ，
和

��
·

以及 �
’

�
�
�� ‘ ，

�
�
�一 人�

�
�对每一点

� 〔 �

�凡�
�

�一�当 � 为偶数时 �显然 �
’

���为奇数�对任

意
�� ��凡��

�

艺
‘ 〔 ��气���

�
�

�
一 �

艺
“ 〔 ��气�

�
’

����

��
�

�� 若对每一个
�任 ��凡�均有 ���〕 �

�
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则显然 ���� 二 丢
� ，

“ ’

�
“
�二晋

·

“ 二 “ � 不难验证
�
�为凡 的符号边控制函数

，

且使得
‘ 曰

必〔 石�人 �
�

“ 〔 州 式 �

当
�
为偶数时 �

当
�
为奇数时 �

�一��

，���﹀自纸
结合�一�和�二�

，

我们证明了
�

晋 当
。
为偶数

号里 当
几
为奇数

至此
，

证明了 �’ �

�凡�
二�
晋 当

“
为偶数时 ‘

与� 当
·
为奇数时 �

�尸����亡�、���

妻凡�

其次证明
�

存在 �� 的符号边控制函数� 定理 �证毕
�

� �

使得
。 。

歌尸
“ ’ 二

�宁
情况 � 当

�
为偶数时 �

记 ��凡 �� ��
，， �� ，… ， � 。

当
� 为偶数时 �

当
� 为奇数时 �

�� �

乙 � �

，

定义

为奇数时 �

为偶数时 �

当当
︸��二目��二

�一
护�
�

之
�
�

一一��
��

���

情况 � 当
�
为奇数时 �

�� � �、 � �

�
�‘
��、 ‘ 、

宁�
�

�
� ，，、 ‘ 、

宁�
��功，

�

定 义
�

� �
。
�

��
切 或

�

。 �、 或
。
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