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费用函数为非叠加性时的用户平衡配流

丁 亮

�中南大学 交通运输学院
，

长沙 ����刀��

摘要
�
提出了传统的求解用户平衡配流����的数学规划模型的局限性

，
应用非线性互补�����将用户平衡问题进行重构

，

使其

能够在路径费用是路段费用非叠加性增函数的情况下适用
，

然后采用间陈函数将 ���转化成一个等价的无约束非线性规划
，

并提出了解法
�

关 健 词 �平衡配流 �非线性互补 �间陈函数 �非线性规划

中图分类号 �叨陀� 文献标识码 ��

����年
，

跳记功�提出了两个著名的出行者路

径选择行为准则
，

由此推出了用户均衡����和系

统最优����的概念
�

���� 年
，

撇�������对 �田����

第一准则进行了一个魔术般的变换
，

将用户平衡配

流问题等价于下面的数学规划
�

而� �‘�，二弓了
。 。 ‘�，“

， ·

‘
·

笋
� �� �

� ， ‘

刀之� ��
， � ，，

���

�

一拜犷弋
，

� “

上面的模型是一个非线性规划问题
，

经过这样

的变换后
，

一系列用于求解非线性规划的数学方法

都可 以应用于交通平衡配流问题了
�

但是众所周

知
，

�������第一准则具有相当的一般化
，

它除了非

负要求以外
，

并没有别的限制
，

而模型���在建立数

学模型规划时
，

为了简化计算及建模的要求做出了

一些必要的假设
，

这些假设在一定程度上降低了该

规划模型的精度
，

限制了其应用的范围
�

本文讨论

的就是其中的一个假设
�

� 路径费用是路段费用的非叠加性增函数

时的用户平衡

目前求解 ��平衡问题的数学规划算法中
，

路

径费用�阻抗�被视为等于该路径上所有路段的单

独的路段费用�阻抗�之和
，

此时
，

我们说路径费用

是路段费用的叠加性增 函数
，

在这样的假设前提

下
，

我们在 目标函数中可 以用路段流量作为变量
，

而不是路径流量
�

在使用 凡曲�一 从勺价 等算法时
，

这

个假设有很明显的优势
，

尽管每次迭代都生成新的

路径
，

但是算法并不需要储存他们
，

也无需对它们

进行直接操作
，

因此节约了大量的存储空间和运算

时间
�

在计算机程序中
，

如果采用路径变量
，

那么这

个变量名将会由组成路径的各条路段和节点的名

字来命名
，

因此一个路径变量很可能有一个极长的
“
名字

” ，

这对于计算机程序是难以计算和存储的
，

尤其是越大型的路网
，

路径数 目甚至可能远远多于

路段数
，

这时
，

采用路段流量而不是路径流量作为

变量的优越性就更见明显了
�

但是在现实生活中
，

我们发现在很多的情况

下
，

我们难以把路径费用简单视为该路径上所有路

段费用之和
，

也就是说
，

路径费用是路段费用的非

叠加性增函数
�

本文举出两种会导致这种结果的情

况
�

第一种是当旅行者对时间价值的评价为非线性

时
�

目前在理论和实践中
，

路段费用函数一般被认

为是下面的形式
�

�。

�
二
�� 几

。 � 召
�‘。 �

�
�� 凡 ‘。 �

�
�

收稿日期
二�以犯 一 的 一��
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�
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�
费用函数为非叠加性时的用户平衡配流 ���

对所有的路段
�
而言

，
几

。

是路段的使用费用
，

�
。

�
二
�是在路段上的运行时间

，

月
，
是运行费用

，

比如

说油费等
，

几 是本路段上消耗时间的价值
�

但是根据长久以来的观察
，

人们在评估时间价

值时的标准往往是非线性的
，

就是说
，

人们往往会

觉得相对较短的时间有比较低的价值
，

而相对 比较

长的时间
，

其价值则呈现非线性增长
，

结果就是
，

路

径费用不能表示成
�

，���
二 艺凡�久

。 � 尸
，‘。 �

二
��凡‘。 ����

而需要表示成为
�

，��� � 艺凡�久
。 �召

，‘。 �
�
��� 易�艺占， ‘。 �

�
��

上式中
，

运行费用等仍然为线性
，

但是 局�
·

�是

一个增函数
，

旅行者对时间价值的评价为非线性
，

所以路径费用为路段费用的非叠加性增函数
�

第二种常见的情况来自于道路收费的非叠加

性
�

上面的讨论中
，

我们是假设道路使用 的费用是

可叠加的
，

但是我们知道在现实中
，

这是不可能的
，

交通运输中
，

往往距离越远
，

运输的单位价格越便

宜
，

而且现代道路交通管理中
，

我们一般用拥挤收

费的从宏观上调节交通量
，

举一个简单例子
，
�

，
�

，

�
，

三地
，
�在 �

，
�两地之间

� � �

� ￥� ￥�

� ￥�

可见
，
� 一 �的费用往往并不等于 � 一 �的费用

加上 �一 �的费用
，

这在高速公路的收费上
，

体现的

最明显
�

通过类似的举措
，

我们可以达到鼓励长途

旅行用车
，

而抑制短途旅行用车的 目的
，

这对于缓

解城市交通供求关系不平衡是有利的
�

所以
，

在实

际生活
，

我们几乎很难找到能满足上面模型���的

假设的情况
�

混厂
一 “ “ “ ”

�之�
，�鑫�

��� 〔 璐 ��
�

��

��
�

��

符号的含义分别是
�

咫 是整个网络�� 对的集

合
，
�� 是一个�� 对

，

尸是�� 对 �� 间所有路径的集

合
，
�是一个�� 对的一条路径

，

刀 是 �� 间一条路径

�的流量
，

馆是 。 间路径�上的路径费用
，

扩是��
对 �� 间最短旅行费用

，

犷是 �� 间的需求量
，

本文讨

论的是需求量固定的情况
，

了是向量���
· ，

刀
，…�

， “

是向量
，

���
· ，

扩
，…�

， � 是向量���
· ，

犷
，…�

�

�汕�����第一个发现上面的式子等价于一个非

线性互补问题
�

定义 � �非线性互补问题 八℃尸�

设 �在�气一� 连续
，

则 刀�尸 是寻找
� 任�

，

使得
��尸�

�
�� � ��

�

��

����鑫�
，

��
�

��
� 要�

，

��
�

��

在平衡配流问题中
，

我们可设
，

� � ��
�

��
�
���

�‘ 一 ‘ “ ，

� “ 任邢
，
��任�

“
��

��艺厂
一 �

” ，

��� 任咫� �

� 解路径费用是非叠加性增函数时的用户

平衡的模型算法

�
�

� 等价非线性互补问题

通过上面的论述
，

我们发现
，

为了更好地同现

实相符合
，

有必要建立一个新的模型以放松模型

���对路径费用函数为线性的假设约束
，

这样一来
，

无论平衡配流的理论研究
，

还是实际工作的操作都

会从中收益
�

将 ��分配等价条件表示如下
�

刀�棺
一 二“

�� �

�棺
一 二 ”

�七 。

�路呀邢
，

�尸任尸
门

� 。 任邢
，

��任�
”

�
�

��

�
�

��

������俪 等人还建立了用户均衡状态的存在性

理论
，

他们发现
，

当且仅当费用函数恒正且连续
，

而

需求函数非负
，

连续且有上界时
，
刊七尸 与 �� 等价

�

他并且还证明了当费用函数和需求函数严格单调

时
，

用户均衡状态唯一
，
刀�尸存在唯一解

�

�
�

� 利用间隙函数重构 刀�尸

作为一种重要的优化间题
，
刃�尸受到广大学者

的重视
，

发展了许多有效的算法
，

比如不动点法
，

同

伦法
，

投影法
，
灿划勿� 法等

�

当前 比较流行的是把

刀�尸改造成一个数学规划来求解
，

这里使用到了间

隙函数
�

定义 � 设 几 为上面刀�尸模型���和 少 � �
� 姿

�
，
��幼 ��的解集

，

构造一个函数 ‘ ���
，

当它满

足下面的条件时
，

称它为 刃�尸模型的间隙函数
�

�
�

����姿�

�
，

��
�
�� �骨

�任口

�
�

而
�
����

� �为全局最小值
�

由此
，

我们可以认为
，

求解上面的 刀�尸 问题等

价于这样一个数学规划
�

而
� ��

�
�

�
�

，
�

二任伞
，

这里
，

平 � �
� 鑫�

，
尸�二 之��

�

本文中
，

我们采用的间隙函数是 ‘ ��� 二

琴
，
沪
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�二
‘ ，

双����
，
�表示第 �个分量

�

����年
，
������

�
引人一种结构简单而奇特的

刀〔沪 函数
�

沪�。
， 。�二丫

。 ， � 。，�一 �。 � 。�

这个函数有性质 沪��
，
��

二 �骨
� 全�

，
�之�

，

��

二 �

他证明
，
��劝 � 甲��

，

��是半光滑的
，

但是引入

其自然势函数

沪��
，
���� �����笋

，
��

，

��

是连续可微的
，

所建立的 ������ 方法可以取任

何起始点
，

它表现出良好的特性

甲��
，

�� � � 当且仅当
� 七�

，
�之�

，

�� 二 �

沪��
，
��七�对所有��

，
��任�

�

助��卿�给出了 ��二��琴
，甲��

‘ ，

凡�二��为上

面 刀�尸问题���的等价间隙函数的证明
�

�
�

� 变尺度法求解

经过上面的转换
，

我们看到待解的是一个无约

束条件的非线性规划问题
，

本文试图应用变尺度法

求解这个数学规划
�

它是介于最速下降法与 ������

法之间的一种比较好的解非线性问题的算法
�

对于 而� ‘ ���
，

应用变尺度法
，

我们设置初始

向量
� 。 �

为了减少计算的复杂性
，

我们人为设置一

个较好的初始解
，

假设已知当前路网中某些路径是

旅行者通常选择的
，

或者说根据以往的经验
，

我们

已经知道一个较优的分配方案
，

我们将流量分配上

去
，

成为
�。 ，

相对来说
，

这个初始解和最优解接近
�

路径费用 函数取为 哺
� 艺几 �几

。 � 刀
，�。 �

二
��� 价

但
�‘ �。 �

�
��

，

最小路径费用这里我们取 二” 二

缨
�

而�
心

，

初始解向量为
，

�� �
��

“
�
�

�

一般 �曰州��� 法从初始点出发用下式获得迭代

点列�
二�
�
�

二‘ · ’ �� 二‘ � 。 �， ，
护

‘ ’ ，

尹
‘ ’ � 一 〔甲 ，��二

‘
��

一 ’ 甲

��二
‘
�

，

其中
，

扩
‘ ’
为第 介� �代迭代的方向

， ��， ，
为

步长
�

作为 ��讯��
法的修改

，

变尺度法将上式中的
�

【铲��扩�〕
一 ’
用

�
阶阵从 取代

，

从而考察由以下

关系式确定的迭代
�二‘ � ’ � 二‘ � ��， ，

犷
‘ ’ ，

犷
‘ ’ 二 �

从 甲 ‘ ��‘
�

�

迭代进行到获得甲 ‘ ��‘�二 �的迭代点

时有限步终止
�

问题是如何选择步长
“ �， ，

和确定矩

阵 从
，

使算法尽量保持 ������ 法在收敛速率方面

的优点
�

我们很自然想到将 从 作为一【守�

��扩��
一 ’
的

近似来构造
，

注意到 甲， ‘ ��‘ �是对称阵
，

且 甲 ‘

�
二‘ 一 ’
�二 甲 ��

� ‘
�� 甲

’ ���
‘
��

�‘ 一 ’ 一 �‘
�

�

约定 从 的构造应该满足下面两个条件
�

�
�

从 是对称阵

�
�

对任何 �之 �成立

矿
� 从产

，

其中矿
二 二‘ 一 二‘ 一 ，，

产� 甲 ��
�‘
�一 甲 ��

�‘ 一 ’
�

由△从 二 从 一 从
� �，

或者改写成
�△凡�‘ 二

矿
一 从

� ，�‘

至于步长
� 。 十 ， ，

我们可以用两种不同的方法来

确定
，

如果采用精确线性搜索确定步长因子
，

则
�‘ � ， � �嗯���� ���

‘ 一 。 � ��
�‘
���如果采用 儿而」。

方法确定步长因子
�

��十 ， �

��，
�

扁
，
��

�
�
一 ��� 一 ，二 �����

“二

合，��
二 ��

二
�，，’�

，
� 是自然数

� 数值例子

为了说明本文所构造的模型
，

构造一个最简单

的交通网络举例
，

该网络有两个 �� 对��
，
��

，

��
，
��

，

交通需求量

分别为 巧
，
��

�

��
，

共四条路径
，

路段时间采用美国

公路局的算式
� ‘。 � 。 。

�
�� 。

�

巧�异」
‘

�
， 。 。

为自由
以 护目 ‘ ， 曰 ‘

一 ‘ 、 ” 。

一
�

�“ 一
’ ‘ 一���� �

’ “ ‘ � 刁 曰 囚

流时间
， �。

为路段流量
，

�� 为容量
�

路段 自由流时间
口。

容量 几

� �� ��

����巧��

��

�飞︺�

� �� ���

我们先考虑路径费用为路段费用的叠加函数

的情况
，

即传统的 �� 平衡问题
，

然后再考虑非叠加

性情况下的配流
，

我们在路径 �一 �一 �上额外加载

一个 �单位的费用
，

两种情况下的配流如下表
�
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�

费用函数为非叠加性时的用户平衡配流 ���

之刃 对 路径
叠加性 非叠加性

路径流量 路径费用 路径流量 路径费用

的模型与算法
，

也可以应用到带弹性需求的用户平

衡
，

这将会在以后另外撰文
�

�
，
� �一 �一 � �

�

�� ��
�

�� �
�

��� ��
�

��

�一 �一 � ��
�

�� ��
�

�� ��
�

��� ��
�

��

�
，
� �一 �一 � �

�

田 ��
�

�� ��
�

�� ���
�

��

�一 �一 � ��
�

�� ��
�

�� �
�

�� ��� ��

可见
，

当采用非叠加性路径费用时
，

配流情况

发生了改变
，

这也说明了本文所讨论的问题有其实

用价值
，

并且我们看到在非叠加情况下
，

配流依然

也遵循 �斑����准则
�

� 结论

目前
，

提出的间隙函数很多
，

如何减少算法复

杂度和加快下降速度是判别优劣关键
，

比如 ����
�

���� 一 凡叨加� 提出了新的 刀�尸 函数 外 �
� ，
��二 知

价��
，
��� ��

一 久�
� ，
�

二 ，
几任��

，
��这里

， � 、 �

����
��

，

司
，

他们的函数在保水平集有界得到一系列漂

亮的数据和结果
�

如何将这些新的数学成果应用到

交通平衡配流是今后研究的方向
�

另外
，

本文提到
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