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寻找正整数的素数因子的新算法
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摘要：运用新方法开发了正整数的素数分解的算法�并对其进行了算法分析．
关　键　词：PAR方法；素数分解；算法
中图分类号：TP301．6　　　　　　文献标识码：A

　　PAR 方法是薛锦云教授经过十多年研究的开
发快速且正确的算法和程序的方法 ［2］．PAR 方法
基于分化、递推、扩充的量词变换规则、循环不变式
的新技术和软件转换工具�充分利用数据抽象、功
能抽象、软件重用、多态、类属、重载等成熟的程序
设计技术�可以用统一的方法开发复杂算法．

0　问题介绍

问题：对于给定的一个正整数 n�求出它的所有
素数因子（或者把 n 写成素数积的形式�其中包含
重复因子）．

1　算法开发

第一步：用 Radl语言精确地描述求解问题的功
能规约．本问题是对于给出的一个正整数 n�求出它
的所有的大于1的素数因子�设 n的素数因子的个
数为m�0≤ s≤m�所求素数数组：a ［ s］＝∀（ i�j∶2
≤ j＜ i≤ n∧ imod j≠0∧ nmod i＝0∶i）
其中 a［1］�a ［2］�… a ［ m ］是 n 的素数因子从大到
小排列的�当然其中有重复因子的情况．再设 n ［ i ］
＝ n／Π（j∶0≤ j≤ i∶a（ j））�则

后置断言：

AR＝∀（ s∶2≤ s≤ n∧ a ［ s］＝∀（ i�j∶2≤ j＜ i
≤ n∧ imod j≠0∧ nmod i＝0∶a［ s］．

第二步：把需要求解的问题划成若干和原问题
结构相同但规模更小的子问题�分解可一直进行下
去直至每个子问题可直接求解．

把问题分划为：n［ i ］＝F（ n（ i－1））�a ［ i ］＝G
（ a（ i－1））

第三步：构造问题求解序列的递推关系 Si＝ F
（Sj）并给出在递推关系中出现的函数和变量的初始
化条件�再把初始化条件和所有的递推关系合并成
一个算法．

1） 递推关系
a［ s］ ＝ ∀（ i�j∶2≤ j ＜ i≤ n∧ imod j ≠0∧

nmod i＝0∶i）＝∀（ i�j∶（2≤ j＜ i≤ a ［ s－1］∨ a ［ s
－1］≤ j＜ i≤ n）∧ imod j≠0mod i＝0∶i）＝∀（ i�j∶
（2≤ j＜ i≤ a ［ s－1］ ∨ imod j≠0nmod i＝0∶i）∨
∀（ i�j∶a［ s－1］≤ j＜ i≤ n∧ imod j≠0∧ nmod i＝0
∶i）＝ a ［ s－1］ ∨∀（ i�j∶a ［ s－1］ ≤ j＜ i≤ n∧
imod j ≠ 0 ∧ nmod i ＝ 0 ∶ i ） ＝
a［ s－1］　2≤ j＜ i≤ a［ s－1］＝2≤ j＜ i＝ a［ s－1］
i　 a［ s－1］≤ j＜ i≤ n∧ imod j≠0∧ nmod i＝0

＝G（ a［ s－1］）．
当 a［ s］＝ a［ s－1］时�a［ s］与 a ［ s－1］是 n的

重复素数因子算法．
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n（ i）＝ n／Π（j∶0≤ j＜ i∶a［ j］）＝ n／（Π（ j∶0≤ j
＜ i∶a［ j］） a ［ i ］）＝ n（ i－1）／a［ i ］�

令 k＝ n�
n（ i）＝∀（1≤ i≤m∶n＝ n／Π（ j∶1≤ j≤ i∶a

（ i）））�n＝Π（ i∶1≤ i≤m∶a（ i））�
事实上�n（ i）＝Π（ j∶i＜ j≤m∶a（ j））�m 为 n

的素数个数．
2） 性质推导
（1）∀（ i∶2≤ i≤k：n（ i）mod i＝0：i）＝∀（ i�j∶2

≤ j＜ i≤k：n（ i）mod i＝0∧（ imod j≠0∨ imod＝0：i）
＝∀（ i�j∶2≤ j＜ i≤k：n（ i）mod i＝0∧ imod j＝0：j）

而∀（ i�j∶2≤ j＜ i≤k：n（ i）mod i＝0∧ imod j＝
0：i）＝∀（ i�j∶2≤ j＜ i≤ k：Π（p：i＜ j≤m：a（p））
mod i＝0∧ imod j＝0：i）＝∀（ i�j∶2≤ j＜ i≤ k：
false：i）＝ false�
于是

∀（ i�j≤k≤ k：n（ i）mod i＝∀（ i�j∶2≤ j＜ i≤
k：n（ i）mod i＝0∧（ imod j≠0∨ imod＝0：i））＝ a
（ i）�
即保证了算法求出的一定是素数．

定理1　设 i1�i2�…�is 分别是已经找到的小于
i的从小到大素数因子�k 为任意一个大于 is 小于 n
的正整数�如果∃j（1≤ j≤ s）�使得 k mod ij＝0�则

n mod k≠0．
由已知 k 是 ij 倍数�而此时 n＝m／（ i1∗ i2∗…

∗ is）�即由循环知 n中已经没有大于1小于 i 的素
数因子了�命题显然成立．

由此知�此时的 i 需要判断：如果 i 是 i1�i2�
…�is 的某一个的倍数�就不是因子�就没有必要进
入循环了．

（2）∀（ i�j�p∶2≤ p＜ i≤ n（ i）：2≤ p＜ j≤ n
（ i）：n（ i）＝ i∗ j∧ a（ i）mod p≠0：i�j）

由于 a（ i）mod p≠0�m可以写成 a（ i）＝ rp＋ s�
于是

式（2）＝∀（ i�j�p∶2≤ p＜ j≤ n（ i）：2≤ p＜ j≤ n
（ i）：（ n（ i）＝ i∗ j＝ rp＋ s）∧ a（p）mod p≠0：i�j）＝
∀（ i�j�p∶2≤ p＜ j≤ n（ i）：2≤ p＜ j≤ n（ i）：（ n（ i）
＝ i∗ j＝ rp＋ s）∧ a（p）mod p≠0∧（ j＝ rp／j＋ s／j）：
i�j）＝∀（ i�j�p∶2≤p＜ j≤ n（ i）：2≤ p＜ j≤ n（ i）：
（ n（ i）＝ i∗ j＝ rp＋ s）∧ a（ p）mod p≠0∧（ j＝ rp／j
＋ s）＜（ r＋ s） j：i�j）

同理可得

式（2）＝∀（ i�j�p∶2≤ p＜ j≤ n（ i）：2≤ p＜ j≤
n（ i）：（ n（ i）＝ i∗ j＝ rp＋ s）∧ a（p）mod p≠0∧（ i＝

rp／i＋ s）＜（ r＋ s） j：i�j）
即

循环变量 i 的上限问题�实际上 i 并没有必要
循环到m�因为
定理2　对于一个正整数 m 和一个小于 m 的

素数 p�设 m mod p≠0�且 m 可以由两个大于 p 的
i�j 整数分解�即 m＝ i∗ j�则

max｛i�j｝＜［ m／p］＋m mod p．（［ m／p］为取整
运算）

证明：用反证法
不妨设 j＝max｛i�j｝�
设 r＝［ m／p］�s＝m mod p�由于 m mod p≠0�

m＝ rp＋ s�
假设 j≥［ m／p］＋m mod p＝ r＋ s�
由已知 m＝ i∗ j≥（ r＋ s） i＝ ri＋ si�
又　 i＞p�必有 i＞2�
于是　m＞ rp＋ s＝m�矛盾．
当然�如果整数 i�j 是素数因子�结论肯定成

立．
于是

推论　当 i 不是m的素数因子时�m的最大素
数因子小于［ m／p］＋m mod p．

定理3　对于本程序�如果大于循环变量 i 的
素数因子有两个 k�j（可以是相同的）�则必有 max
｛k�j｝＜［ m／i］＋m mod i．

就是说�循环变量的次数 i 上限为 ［ m／i ］ ＋m
mod i．定理2的逆否命题为：

定理4　对于一个正整数 m 和一个小于 m 的
素数 p�设 m mod p≠0�则大于［ m／p］＋m mod p 的
m的整数因子个数小于2�即只有一个．
对于本算法可知：这时的 n为一个素数．
综上所述�把这些结论结合起来�得到该问题

的算法程序：
Alpgrithm：Primenum
｜i�j�s�m：int eger；k：real；a：array ［0：m－1�int eger ］｜
｛AQ∧AR
Begin：I：＝2＋＋1；a［i ］：＝1；j：＝0�k：＝n；s�m：＝0；
Termination：n＝1；
Recur：a［i ］＝ G（a［s－1］）；

n（i）＝n（i－1）／a［i ］；
第四步：基于开发循环不变式的新策略�开发

循环不变式．
I＝（i：2≤k∧n mod i ＝0：n＝ n／ia［ m ］＝ I）∨

（ i：2≤ i＜k∧ n mod i≠0：k＝ trunc（ n／i）∧（ i＝ i＋
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1）∨∃（ s：0≤ s＜m∧ i mod a ［ s］＝0：（ i＝ i＋1）∧
（ s＝ s＋1））∨∃（ i：2i≤ n∧ i＝k：a［ m］＝ n）

第五步：基于所得算法和循环不变式�将 Radl
算法转换成等价的某一可执行的语言程序．经过
Apla－ Java 转换器把该 Apla 程序转换为 Java 程
序�经过测试程序完全正确．

2　算法分析

2．1　循环分析
主循环变量 i分两层循环：
一是判断 i是否为已找到因子的倍数�如果是

就 i＝ i＋1�不参与主循环．它用 s 次的较小数模运
算来代替较大的数 n（ i）的模运算�它对于输入数较
大时是很有意义的．

二是由两部分组成：
（1）当 i能整除 n 时�可得素数因子�并且可以

对重复因子进行运算；
（2）当 i不能整除 n时�则 i＝ i＋1要么是已经

求出的因子的倍数�要么是非因子素数或是某些非
因子素数的积．这个地方给该算法优化留有了空
间．一个最有效的方法是 i取自素数集合�但这是很
困难的．
2．2　计算量分析

1） 本算法用 s 次的较小数模 i mod a ［ j ］（1≤ j
≤ s）运算来代替较大的数 n（ i）的模运算 n（ i） mod
i�它对于输入数 n较大时是很有有意义的．
同时注意到这里的 a［ j］是有重复因子的�这也

优化的空间．
2） 循环次数
主循环变量 i的上限k 是严格递减的：［ n／i］＋

n mod i．
设整数 n的不同的素数因子从小到大为�则
n＝br11·br22…br1l �且 r1＋ r2＋… rl＝m．
事实上�当 n循环到 i＝ a［ m－2］时�有两种情

况：
（1） a［ m－1］＝ a ［ m ］�二者是重复因子�根据

算法知：当 i＝ a［ m］时�程序就结束了；
（2） a［ m－1］＜ a［ m］时�n（ i）＝ a［ m ］�由条件

i＜k＝［ a［ m］／i］＋ a［ m］ mod i�有
当 i循环到 a［ m－1］与 a ［ m］之间的某个数 q

时程序就会结束：
i＝ q＝ k＝ ［ a ［ m ］／q ］ ＋ a ［ m ］ mod q≤ ［ a

［ m］／a［ m－1］＋ a［ m］ mod a［ m－1］；
而�有可能［ a ［ m］／a［ m－1］＋ a［ m ］ mod a ［ m

－1］＜ a［ m－1］；
综合上述有�
定理5　设此算法主循环变量的循环次数为

q�则
q＜max｛a［ m－1］�［ a ［ m ］／a ［ m－1］ ＋ a ［ m ］

mod a［ m－1］ ］．
对于一般的结论 q≤ n结果要好�是一个比较

准确的结果．

3　讨　论

目前�计算整数素数分解方法很多�利用穷举
法对大数分解是计算量是很大的；如果用穷举法去
寻找素数的计算量成指数增长；多段并行穷举法是
目前较为普遍的一种�它主要是阶段性的算法�用
到了计算机的并行运算来实现．

现在较流行概率算法�如前面提到的Witness算
法；蒙特卡罗方法：用概率ε判别�经过与若干次运
算�如果条件小于ε�则来判定结果偏真�即是素数
的可能性很大；遗传算法：对于一个数转化二进制
后�如果其字段含有遗传因子�则是素数的可能性
偏大；等等．大数素数分解至今仍是一个较难的题
目．

本算法是运用 PAR方法推导出来�保证了算法
的正确性�并且有较高的效率�它是对穷举法的改
进�但仍有不理想的地方�前面已有陈述．

这个算法稍加改进就可以用来求解从小到大

的素数问题．
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