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函数差分的矩阵表示及其应用
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摘要：利用矩阵的知识�将函数各阶差分表成的向量写成函数列的向量与一个矩阵的乘积�从而揭示函数差分与函数的内在
联系�加深对函数差分表的认识．
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1　预备知识

定义1　设 P（x）是 x 的已知函数�h为常数�得函数序列：
P（x）�P（x＋h）�P（x＋2h）�…�CP（x＋kh）�…
令�△′P（x）＝△ i－1P（x＋h）－△ i－1P（x）�其中△0P（x）＝P（x）（ i＝0�1�2�3�…）则称△′P（x）为函数

P（x）关于步长 h的 i阶差分．
定义2　将（ a＋1） n依二项式定理展开�将展开的项顺次地按 n＝0�1�2�…作为相应的列排列成如下的

上三角形表

1 a a2 a3 a4 …
1 2a 3a2 4a3 …

1 3a 6a2 …
1 4a …

1 …
取上表的前 n列�将下三角形位置上的元素以0补齐�得到 n× n阶矩阵．

该矩阵记为 Pn－1［ a ］．即 Pn－1［ a ］＝

1 a a2 …n－1C0
n－1

0 1 2a …n－2C1
n－1

0 0 1 …n－3C2
n－1
… … … … …
1 0 0 0 …

可以证明矩阵 Pn－1［ a ］的逆矩阵 P－1
n－1［ a ］ Pn－1［ a ］

定义3　设 P（x）为已知函数�在步长 h的函数列 P（x）�P（x＋h）�…�P（x＋kh）�…中�连续取 k＋1个
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元素构成向量（P（x）�P（x＋h）�…�P（x＋kh）称它为 k＋1维步长 h的函数行向量；称（△0P（x）�△P（x）�
…�△kP（x））为 k＋1维差分向量．

定义4　由函数列及函数的各阶差分构成的如下表：
P（x0）　　P（x0＋h）　　P（x0＋2h）　　P（x0＋3h）　　P（x0＋4h）…
　　P（x0）　　　P（x0＋h）　　　P（x0＋2h）　　　P（x0＋3h）…
　　　　△2P（x0）　　　△2P（x0＋h）　　　△2P（x0＋2h）…
　　　　　　△3P（x0）　　　　　△3P（x0＋h）…
　　　　　　　　　　　　…

称这张表为函数 P（x）取初始值 x0的差分表；称 P（x0）�△P（x0）�△2P（x0）�…为差分表左边沿元素．

2　主要结论

定理1　已知 k＋1维步长为 h的函数行向量
A：（P（x）�P（x＋h）�…�P（x＋kh））则 k＋1维差分向量
　　　　　　　（△0P（x）�△P（x）�…�△kP（x））＝（P（x）�△P（x＋h）�…�P（x＋kh））Pk ［－1］
证明

将行向量（P（x）�P（x＋h）�…�P（x＋kh））左乘矩阵 Pk ［－1］的第 i＋1列得
△′P（x）＝∑i

j＝0（－1） i－ jP（x＋ jh）Cji……①用数学归纳法证明该等式即可
当 i＝1时�△P（x）＝P（x＋h）－P（x）�等式①成立
不防假设 i＝q 时�等式①成立即：△qP（x）＝∑1

j＝0（－1）q－kP（x＋ jh）Cjq
当 i＝q＋1时�△q＋1P（x）＝△qP（x＋h）－△qP（x）

△q＋1P（x）＝∑q
j＝0（－1）q－ jP ［ x＋（ j＋1） h ］ Cj

q－∑q
j＝0（－1）q－ jP（x＋ jh）Cjq

＝P ［ x＋（q＋1） h ］＋∑q－1
j＝0（－1）q－ jP ［ x＋（ j＋1） h ］ Cj

q＋（－1）q＋1P（x）＋
　∑q－1

q＝0（－1）q－ jP ［ x＋（ j＋1） h ］ Cj＋1
q

＝P ［ x＋（q＋1） h ］＋（－1）q＋1P（x）＋∑q－1
j＝0（－1）q－ jP ［ x＋（ j＋1） h ］（Cj

q＋Cj＋1
q ）

＝P ［ x＋（q＋1） h ］＋（－1）q＋1P（x）＋∑q
j＝1（－1）q－ j＋1P（x＋ jh ］ Cj

q＋1

＝∑q＋1
j＝0（－1）（q＋1）－ jP（x＋ jh）Cjq＋1

综合以上的证明�由归纳法得△ iP（x）＝∑i
j＝0（－1） i－ jP（x＋ jh）Cji 等式成立．

定理2　已知 k＋1维差分向量（△0P（x）�△P（x）�…�△kP（x））�则函数行向量（ P（x）�P（x＋ h）�…�
P（x＋kh））＝（△0P（x）�△P（x）�…�△kP（x））Pk ［1］
证明由定理1得：

（△0P（x）�△P（x）�…�△kP（x＋kh））＝（P（x）�P（x＋h）�…�P（x＋kh））Pk ［－1］
于是（P（x）�P（x＋h）�…�P（x＋kh））＝（△0P（x）�△P（x）�…�△kP（x＋kh））P－1

k ［－1］
因为 P－1

k ［－1］＝Pk ［1］
所以有（P（x）�P（x＋h）�…�P（x＋kh））＝（△0P（x）�△P（x）�…�△P（x＋kh））Pk ［1］
推论1　已知函数 P（x）的 i阶差分行向量（△ iP（x）�△ iP（x）�…�△ iP（x＋kh））
则差分向量

（△ iP（x）�△ i＋1P（x）�…�△ i＋kP（x））＝（△ iP（x）�△ iP（x＋h）�…�△ iP（x＋kh））Pk ［－1］
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推论2　已知函数的差分向量（△ iP（x）�△ i＋1P（x）�…△ i＋kp（x））�则行向量（△ iP（x）�△ iP（ x＋ h）�…�
△ iP（x＋kh））＝（△ iP（x）�△ i＋1P（x）�…△ i＋kP（x））Pk ［1］

推论3　已知 p（x）＝∑N
j＝1ajpj（x）�（其中 a1�a2…�aN为常量）�则

（△ iP（x）�△ i＋1P（x）�…�△ i＋kP（x））＝∑N
j＝1aj（△ iPj（x）�△ i＋1Pj（x）�…�△ i＋kPj（x））

推论4　函数 p（x）的差分表�由左边沿上的元素
△－ P（x0）�△P（x0）�△2P（x0）�…唯一确定．
定理3　设函数 P（x）＝xn�则 P（x）的第 n＋1阶差分全为零．
命题1　设 p（x）＝ anxn＋ an－1xn－1＋…＋ a1x＋ a0是 n次多项式则 p（x）的第 n＋1阶差分全为零．
命题2　多项式函数的差分如果满足：△kp（x）＝1　k＝ i时

0　其它 （k＝0�1�2�…）时�则

p（x）＝（x（x－h）…（x－（ i－2） h））／（ i－1）！hi－1

3　应用

例1　将多项式函数 p（x）＝x3＋x2－3x＋2用函数列1�x�x（x－1）�x（x－1）（x－2）线性表示
解　由于 p（x）是三次多项式�则 p（x）的四阶差分全为零�取步长 h＝1的函数列：p（0）＝2　p（1）＝1　

p（2）＝8　p（3）＝29
由定理1得：（△0p（0）�△p（0）�△2p（0）�△p3（0））＝（p（0）�p（1）�p（2）�p（3）　p3［－1］

＝（2�1�8�29）
1 －1 1 －1
0 1 －2 3
0 0 1 －3
0 0 0 1

＝（2�－1�8�6）

由命题3得：x3＋x2－3x＋2＝2－x＋82！x（x－1）＋63！x（x－1）（x－3）
＝2－x＋4x（x－1）＋x（x－1）（x－2）

例2　求∑n
i＝1i

4

解　设 S（0）＝0　S（ n）＝∑n
i＝1i

4�取步长 h＝1
因为　△S（ n）＝S（ n＋1）－S（ n）＝（ n＋1）4是一个关于的4次多项式
所以　S（ n）是一个五次多项式且 S（ n）的六阶差分全部为零
取函数列：S（0）＝0　S（1）＝1　S（2）＝17　S（3）＝98　S（4）＝354　S（5）＝979
由定理1得：
（△0S（0）�△2S（0）�△3S（0）�△4S（0）�△5S（0））＝（0�1�17�98�354�979）　P5［－1］

＝（0�1�17�98�354�979）

1 －1 1 －1 1 －1
0 1 －2 3 －4 5
0 0 1 －3 6 －10
0 0 0 1 －4 10
0 0 0 0 1 －5
0 0 0 0 0 1

＝（0�1�15�50�60�24）

于是由命题3得：p（x）＝ n＋15C2
n＋50C3

n＋60C4
n＋24C5

n

综上�矩阵 Pn＋1［－1］�Pn＋1［1］在差分表中起着重要的作用�本文通过这两个矩阵将函数列行向量与差
分向量有机地结合起来�特别是按照这种计算方法通过计算机编程�更能有效地实现级数∑n

i＝1i
m 前 n项的求

和�甚至在求解等距插值多项式及曲线拟合中也有一定地应用． （下转第135页）
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