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关于图的符号 k-控制数
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摘要：给出了 n阶连通图的符号 k-控制数的一个下界�指出了此下界是最好可能的．并确定了所有完全二部图的符号 k-控制
数．
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1　引　言

本文所指的图均为无向简单图�文中未说明的符号和术语同于文献［2、7］．
设 G＝（V�E） 为一个图�其顶点集 V＝V（G） 和边集 E＝E（G）�对于任意 u∈V（G）�则 NG（ u）为 u点

在 G中的邻域�NG ［ u］＝NG（ u）∪｛u｝为 u点在 G 中的闭邻域�在不混淆情况下�NG（ u）和 NG ［ u］可分别简
记为 N（ u）和 N［ u］．若 A、B⊆V�则记 E（A�B）＝｛uv∈E｜u∈A�v∈B｝．

对于一个实值函数 f：V→R和一个子集 S⊆V�则记 f（S）＝∑
u∈Sf（ u）．对于任意 v∈V（G）�则 f（ N ［ v ］）可

简记为 f ［ v ］．此外�f（v）称为 v点在 f 下的标号�｜G｜表示图 G的阶．
定义1［1～2］　设 G＝（V�E）为一个图�k 一个整数（1≤k≤｜G｜）�一个双值函数 f：V→｛－1�1｝如果满

足条件：V 中至少有k 个顶点v 使得 f ［ v ］≥1成立�则称 f 为图G的一个符号k-控制函数�图 G的符号k-控制
数定义为

γ－11
ks （G）＝min｛f（V）｜f 为图 G的符号 k-控制函数｝．

特殊地�当 k＝｜G｜时符号 k-控制函数被称为符号控制函数�并且此时符号 k-控制数也被称为符号控制数
（Signed domination number）（参见文献［2～6］�并记为γs（G）．

对于图的符号控制数�已有不少的结果�我们也给出了其最好可能的下界
引理1［3］　对于 n阶连通图 G�则其符号控制数

γs（G）≥2「－1＋ 1＋8n2 ? － n
并且此下界是最好可能的．

而对于图 G的 k-符号控制数�目前已知的结果甚少�E．H．Cockayne 等人 ［1～2］研究一些特殊图的一个
符号 k-控制数�确定了路、圈和星的符号 k－控制数�得到了一些特殊图符号 k－控制函数界限．如
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　　引理2［1～2］　对于任意 n（ n≥2）阶树 T 和整数 k（1≤k≤ n）�则
2? （2k＋4）／3」－ n≤γ11ks（T）≤2（k＋1）－ n
引理3［3］　对于任意 n（ n≥3）阶 r-正则图 G（ r≥2）和整数 k（1≤k≤ n）�均有

γ－11
ks （G）≥

k r＋3
r＋1－ n　当 r为奇数时；
k r＋2
r＋1－ n　当 r为偶数时；

而对于一般连通图�还没有一个好的界限被获得�本文将给出连通图符号 k-控制数的一个下界�并指出此下
界是最好可能的．此外还确定了完全二部图的符号 k-控制数．

2　符号 k-控制数的下界

引理4　对任意 n（ n≥3）阶连通图 G和整数 k（1≤k≤ n－2）�均有
γ－11
ks （G）≥4－ n

并且此下界是最好可能的．
证明记 G＝（V�E）�f 为 G的一个符号 k-控制函数�使得 f（V）＝γ－11

ks （G）�由于 G 是 n（ n≥3）阶连通图
且 k≥1�故 V 中至少有两个顶点在 f 下的标号为＋1�从而γ－11

ks （G）＝ f（V）≥2－（ n－2）＝4－ n．即引理4给
出的下界成立．

对于完全二部图 K2�n－2＝（V1∪V2�E）�其中｜V1｜＝2�｜V2｜＝ n－2．定义 f 如下：当 v∈V1时 f（v）＝1；
当 v∈V2时 f（v）＝－1．可见 f 是K2�n－2的一个符号 k-控制函数（1≤k≤ n－2）�因此γ－11

ks （K2�n－2）≤ f（V1∪
V2）＝4－ n．即有γ－11

ks （K2�n－2＝4－ n�引理4给出的下界是最好可能的．证毕．
引理5　对任意 n（ n≥3）阶连通图 G�当 k＝ n－1时�则有

γ－11
ks （G）≥2「1＋ 4n－32 ? － n

并且此下界是最好可能的．
证明记 G＝（V�E）�设 f 是图 G的一个符号 k-控制函数�并且使得 f （V）＝γ－11

ks （G）．令：A＝｛u∈V｜f
（ u）＝1｝�B＝｛u∈V｜f（ u）＝－1｝�可见 A∪B＝V�A∩B＝●．

记｜A｜＝ s�｜B｜＝ n－ s�从而有γ－11
ks （G）＝｜A｜－｜B｜＝2s－ n．

由于 k＝ n－1�从定义1得知：V 中至多除1个顶占外�其余每个顶点 v 均满足 f ［ v ］≥1．（注意 f（N［ v ］）简记
为 f ［ v ］）

不难验证：当 n＝3时 s≥2；当 n＝4或5时 s≥3．即引理5对于 n＝3、4、5时成立．下设 n≥6．
令 A0＝｛v∈A｜f ［ v ］≥1｝⊆A�因此有｜A0｜＝ s或者 s－1．
情况1　当｜A0｜＝ s时；即 A＝A0�此时 B中除1个顶点（记为 v0）外�其余每个顶点 v 均满足 f ［ v ］≥1．

注意到当 v∈B时 f（v）＝－1�故 B中除v0外的每个顶点至少邻接 A 中两个顶点．由于 G是连通图�故 v0点
或者至少邻接 A 中一个顶点�或者 v0点在 B中的邻点邻接 A 中3个顶点．即有｜E（A�B）｜≥2（ n－ s－1）＋
1�从而 A 中至少有一个顶点 u邻接 B中「2（ n－ s－1）＋1

s ? 个顶点�而 N［ u］至多有 s个A中顶点�由 f ［ u］≥
1得知：s－「2（ n－ s－1）＋1

s ? ≥1�即有 s2＋ s－2n＋1≥0�注意到 n≥6且 s为整数�我们有
s≥「－1＋ 8n－32 ? ≥「1＋ 4n－32 ?

情况2　当｜A0｜＝ s－1时�注意到当 v∈B时 f（v）＝－1且 f ［ v ］≥1�故 B 中每个顶点至少邻接 A 中两
个顶点�从而至少邻接 A0中1个顶点�即｜E（A0�B）｜≥ n－ s�故 A0中存在一个顶点 v�使得 v 点邻接B中至
少「n－ ss－1? 个顶点．注意到 N［ v ］至多有 s个A中顶点且 f ［ v ］≥1�因此 s－「n－ ss－1? ≥1�即 s2－ s－ n＋1≥0�由
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s为整数得知

s≥「1＋ 4n－32 ?

综合情况1～2�均有
γ－11
ks （G）＝2s－ n≥2「1＋ 4n－32 ? － n

为了看到此下界是最好可能的�下面构造一个 n（ n≥3）阶连通图 G�使得等式成立．
令 s＝「1＋ 4n－32 ? �由于 n≥3故知 s≥2．

设 s阶完全图 Ks�记 A＝V（Ks）＝｛u1�u2�……�us｝�在 u1点处增加 n－ s 条悬边�这同时也增加了 n－ s 个
悬挂点�记之为 B＝｛v1�v2�……vn－ s｝．由于 s2－ s－ n＋1≥0�即 n－ s≤（ s－1）2�故能将 B中每个顶点均邻
接A1＝A＼｛u1｝中恰好1个顶点�使得 A1中每个顶点至多邻接 B 中 s－1个顶点�这样所得的图记为 G＝
（V�E）．定义 f 如下：当 v∈A 时 f（v）＝1；当 v∈B时 f（v）＝－1．可见�V 中除 u1点外其余 k＝ n－1个顶点
v�均满足 f ［ v ］≥1．即 f 是图G的一个符号 k-控制函数�因此γ－11

ks （G）≤ f（V）＝2s－ n�从而γ－11
ks （G）＝2s－

n．即引理5给出的下界是最好可能的．证毕．
综合引理4～5及引理1�我们获得了下面的
定理1　对任意 n（ n≥3）阶连通图 G和整数 k（1≤k≤ n）�均有

γ－11
ks （G）≥

4－ n 当1≤k≤ n－2时；
2「1＋ 4n－32 ? － n 当 k＝ n－1时；

2「－1＋ 8n＋12 ? － n 当 k＝ n时
并且此下界是最好可能的．

3　完全二部图的符号 k-控制数

本节给出完全二部图 Km�n（m≥ n≥2）的符号 k-控制数．
定理2　对于完全二部图 Km�n（m≥ n≥2）和整数 k（1≤k≤m＋ n）�则有
1） 当 m和 n均为偶数时；

γ－11
ks （Km�n）＝

2－m 当1≤k≤m时；
2 当1＋m≤k≤m＋ n2＋1时；
4 其它；

2） 当 m为奇数且 n为偶数时；

γ－11
ks （Km�n）＝

2－m 当1≤k≤m时；
3 当 m＋1≤k≤m＋ n2＋1或 n＝2时；
5 其它；

3） 当 m偶数且 n为奇数时；

γ－11
ks （Km�n）＝

3－m 当1≤k≤m时；
3 当 m＋1≤k≤m＋ n＋32 或 n＝3时；
5 其它；

4） 当 m和 n均为奇数时；
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当 m≠3时�γ－11
ks （Km�n）＝

3－m 当1≤k≤m时；
4 当 m＋1≤k≤m＋ n＋32 或 n＝3时；
6 其它；

并且γ－11
ks （K3�3）＝

0 当1≤k≤3时；
2 当 k＝4时；
4 当5≤k≤6时；

证明：略．
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On Signed k-subdomination Numbers of Graphs

XU Bao-gen

（School of Natural Science�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract： In this paper we give a lower bound of the signed k-subdomination numbers for all connected graphs of order
n�which is the best possible�and determine the signed k-subdomination numbers of the complete bipartite graphs．
Key words：signed dominating function；signed domination number；signed k-subdominating function；signed k-subdom-
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