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与任意图（m�r）－正交的（ g�f）－因子分解
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摘要：设 G 是一个图�用 V（G）和 E（G）表示它的顶点集和边集�并设 g（ x）和 f（ x）是定义在 V（G）上的两个整数值函数�且对
每个 x∈V（G）�有52 r－1≤ g（ x）≤ f（ x）�则图 G 的一个支撑子图 F 称为 G 的一个（ g�f）－因子�如果对每个 x∈V（G）�有 g
（ x）≤dF（ x）≤ f（ x）．图 G 的（ g�f）－因子分解是指 E（G）能划分成边不交的（ g�f）－因子�设 F＝｛F1�F2�…�Fm｝和 H分别是
图 G 的因子分解和子图�若对所有1≤ i≤m 有｜E（H）∩ E（Fi）｜＝ r�则称 F 和 H（m�r）－正交．本文证明：若 G 是一个（mg＋
m－1�mf－m＋1）－图�H是 G 中任一有mr条边的子图�则 G 有一个（ g�f）－因子分解与 H （m�r）－正交．
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0　引　言

本文所考虑的图皆指有限无向简单图．设 G 是
一个图�分别用 V（G）和 E（G）表示图 G 的顶点集
和边集．对于 x∈V（G）�用 dG（ x）表示顶点 x 在 G
中的次数．设 g（x）和 f（x）分别是定义在 V（G）上的
非负整数值函数且对每个 x∈V （ G）有 g （ x）≤ f
（x）�则图 G 的一个（ g�f）－因子是图 G 的一个支
撑子图 F�使对任意的 x∈V（G）有 g（ x）≤dF（x）≤
f（x）．特别地�若 G 本身是一个（ g�f）－因子�则称
G为（ g�f）－图．若对任意的 x∈V（G）有 mg（x）＋
m－1≤dF（x）≤mf（x）－m＋1�则 G 为（mg＋m－
1�mf－m＋1）－图．若图 G的边集能划分成m个边
不相交的（ g�f）－因子 F1�F2�…�Fm�则 F＝｛F1�
F2�…�Fm｝称为图 G 的一个（ g�f）－因子分解．设
H是 G的一个有mr条边的子图�其中�m�r为正整
数�F＝｛F1�F2�…�Fm｝是 G 的一个（ g�f）－因子
分解�若对所有1≤ i≤m 有｜E（H）∩ E（Fi）｜＝ r�

则称 F和 H （m�r）－正交．其它未加说明的概念和
记号见参考文献［1］．

文［3］证明了一个（mg＋m－1�mf－m＋1）－
图 G�其中 g（ x）≥2�存在与 G 中任意给定的子图
2K1�m或2m－星或2m－对集2－正交的（ g�f）－因
子分解．文［5］证明了一个（mg＋m－1�mf－m＋1）
－图 G�其中�g（x）≥4�存在与 G的任一2m－路2
－正交的（ g�f）－因子分解．文［2］证明了一个（mg
＋m－1�mf－m＋1）－图 G�其中 g（ x）≥4�存在与
G中任意给定的有2m 条边的子图 H2－正交的
（g�f）因子分解．本文证明了一个（mg＋m－1�mf－
m＋1）－图 G�其中 g（x）≥52 r－1�存在与 G 中任
意给定的有mr 条边的子图 H （m�r）－正交的（ g�
f）－因子分解．文［2］是本文当 r＝2时的情况

1　预备引理

设 g（x）和 f（x）分别是定义在 V（G）上的非负
整数值函数且对每个 x∈V（G）有 g（x）＜ f（x）�
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又设 S 和 T 是 G的两个不相交子集．记
δG（ g�f；S�T）＝dG－S（T） g（T）＋ f（S）．�
其中 G－S 表示从G中去掉 S 及与 S 关联的所

有边所得的 G的子图�
f（S）＝Σ

x∈Sf（x）�g（T）＝Σx∈Tg（x）�dG－S（T）＝Σx∈TdG－S（x）．
现设 E1�E2是 E（G）的不相交子集�令
EG（S�T）＝｛xy｜xy∈ E（G）�x∈ S�y∈T｝�且

记 EG（S�T）＝｜EG（S�T）｜�．
D＝V（G）－（S∪T）�E（S）＝｛xy∈E（G）：x�y

∈S｝�E（T）＝｛xy∈E（G）：x�y∈T｝．
并记

E′1＝E1∩E（S）�E″1＝E1∩EG（S�D）�
E′2＝E2∩E（T）�＝E″2∩EG（T�D）．
且令

αG（S�T；E1�E2）＝2｜E′1｜＋｜E″1｜�
βG（S�T；E1�E2）＝2｜E′2｜＋｜E″2｜�
△G（S�T；E1�E2）＝αG（S�T；E1�E2）＋βG（S�

T；E1�E2）
引理1［2�4］　设 G 是一个图�g 和 f 是定义在

V（G）上的两个整数值函数�且对每个 x∈V（G）有0
≤ g（x）＜ f（x）≤dG（x） �E1�E2是 E（G）的两个不
相交子集�则图 G 有一个（ g�f）－因子 F�使得 E1
⊆E（F）�E2∩ E（F）＝●当且仅当对 V（G）的任意
不交子集 S 和 T�有δG（ g�f；S�T）＝ f （ S）＋ dG－S
（T）－ g（T）≥△G（S�T；E1�E2）．

下面总假设 G是一个（mg＋m－1�mf－m＋1）
－图�m≥1是整数．

记：p（x）＝max｛g（x）�dG（x）－（m－1） f（ x）＋
m－2｝�q（x）＝min｛f（x）�dG（x）－（m－1） g（ x）－
m＋2｝

△1（x）＝1
mdG（x）－ p（ x）�　　△2（ x）＝ q（ x）

－1
mdG（x）．
由 p（x）�q（x）�△1（x）和△2（x）的定义�有
引理2［2］　设 m≥2是整数�则对所有的 x∈V

（G）�有 g （ x）≤ p（ x）≤ dG（x）－1
m ＜ dG（x）＋1

m ≤ q
（x）≤ f（x）�因此�△1（x）≥1

m�△2（x）≥1
m

由引理2易得下面引理：
引理3［6］　对 V（G）的任意不交子集 S 和 T�

有δG（p�q；S�T）＝△1（T）＋△2（ S）＋ m－1
m dG－S

（T）＋1
mdG－T（S）≥1

m｜T｜＋1
m｜S｜＋m－1

m dG－S（T）

＋1
mdG－T（S）．
引理4　对 G的任一（p�q）－因子 F�

G－E（F）为一个（（m－1） g＋m－2�（m－1） f－m
＋2）－图．

该引理的正确性由 p（x）和 q（x）的记法可得

2　主要定理及其证明

定理1　设 G是一个（mg＋m－1�mf－m＋1）
－图�g 和 f 是定义在 V（G）上的两个整数值函数�
且对每个 x∈V（G）有 g（x）≥52 r－1�则对于 G 中
任意给定的一个有mr 条边的子图 H�G 有一个（ g�
f）－因子分解与 H （m�r）－正交．
证明　当 m＝1时�结论显然成立．下设 m≥2�

p（x）�q（x） 定义同引理2�由引理2有：
g（x）≤p（x）≤ dG（x）－1

m ＜ dG（x）＋1
m ≤q（x）≤ f（x）�

且对 G的任意不相交顶点子集 S�T�均有

δG（p�q；S�T）≥1
m｜T｜＋1

m｜S｜＋ m－1
m dG－S

（T）＋1
mdG－T（S）．
设 H 是 G 的有 mr 条边的子图．任取 E1⊆ E

（H）�使｜E1｜＝ r�又 E2＝E（H） 　E1�则｜E2｜＝（m
－1） r．

以下只需证明 G 有一个（p�q）－因子 F�使得
E1⊆E（F）而 E2∩ E（F）＝●（这样�有引理3及归
纳法可证明本定理的正确性）．据引理2�知0≤ p
（x）＜q（x）≤dG（x）．由引理1的结论�只要证对 G
的任意不相交子集 S�T 均有：
δG（p�q；S�T）＝ f（ S）＋ dG－S（T）－ g（T）≥αG

（S�T；E1�E2）＋βG（S�T；E1�E2）．
为便利起见�简记
δG（S�T）＝δG（p�q；S�T）
α＝αG（S�T；E1�E2）
β＝βG（S�T；E1�E2）
注意以下事实：

（1）对 x∈V（G）�dG（x）≥mg＋m－1≥52mr－1；
（2）α≤min｛2r�r｜S｜｝；
（3）β≤min｛2（m－1） r�（m－1） r｜T｜｝；
（4） dG－S（T）≥β．
下面对 S�T 进行讨论：
（1）S＝●且 T＝●�则α＝0�β＝0．
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δG（S�T）＝dG－S（T）－p（T）＋q（S）≥α＋β．
（2）S＝●且 T≠●�此时α＝0．则：
δG（S�T）≥1

m｜T｜＋m－1
m dG（T）≥m－1

m （52mr
－1）｜T｜≥ r（m－1）｜T｜≥α＋β．
（3）S≠●且 T＝●�此时β＝0．则：
δG（S�T）≥1

m｜S｜＋1
mdG（S）≥1

m（
52mr－1）｜

S｜≥ r｜S｜≥α＋β．
（4）S≠●且 T≠●�分两种情形讨论：
情形1　1≤｜S｜≤32mr－1．
此时 dG－S（T）≥（52mr－1－｜S｜）｜T｜．
dG－T（S）＋｜T｜≥（52mr－1－｜T｜）｜S｜＋｜T｜

≥52mr－1｜T｜＋｜T｜＝52mr－1．
从而δG（S�T）≥1

m（｜T｜＋ dG－T（S））＋1
m｜S｜

＋m－1
m dG－S（T）

≥1
m（

52mr－1）＋1
m＋m－1

m （52mr－1－｜S｜）｜
T｜≥52 r＋ r（m－1）｜T｜≥α＋β．
情形2　｜S｜≥32mr．
此时（ a）当｜T｜＜52mr－1时�
由 dG－T（S）＋｜S｜＋｜T｜≥（52mr－1－｜T｜）｜

S｜＋｜S｜＋｜T｜≥4mr－1．
（b）当｜T｜≥52mr－1时�有 dG－T（S）＋｜S｜＋

｜T｜≥｜S｜＋｜T｜≥4mr－1．

由引理3及以上两式�有
δG（S�T）≥1

m（｜T｜＋｜S｜＋ dG－T（S））＋m－1
m

dG－S（T）≥1
m（4mr－1）＋m－1

m β

≥2r＋2r（m－1）
m ＋ m－1

m β≥2r＋βm＋ m－1
m β

≥α＋β．
综上所述�对 G的任意不相交顶点子集 S�T 均

有δG（S�T）≥α＋β．定理得证．
我们可以看到�当 r＝2时 g（ x）≥52 r－1＝4�

即是文［2］所证明的定理．
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（g．f）-Factorizations （m�r）－Orthogonal to an Arbitrary Graph

GUI Guo-xiang�LIU Zhan-hong

（Dept．of Math�Jiangxi normal university �330027�Nanchang）
Abstract：Let G be a graph with vertex set V（G） and edge set E（G）�and Let g（x） and f（x） be two integer-valued
functions defined on V（G） such as 52 r－1≤ g（ x）≤ f（ x） for every x∈V（G）．Then a （ g�f）－factor of G is a
spanning subgraph F of G such as g（x）≤dF（x）≤ f（x） for every x∈V（G）．The （ g�f）－factorization of G is a par-
tition of E（G） into edge-disjoint （ g�f）-factors．Let F＝｛F1�F2�…�Fm｝and H be the factorization and a subgraph
of G�respectively．If Fi �1≤i≤m�has exactly r edges in common with H�then it is said that F is （m�r）-orthogonal
to H．This paper proves that for any mr－subgraph H of an （mg＋m－1�mf－m＋1）-graph G �there exists a （ g�f）-
factorization （m�r）-orthogonal to H
Key words：graph；factor；factorization；（m�r）－orthogonal
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