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摘要：依据振动理论和欧拉－贝努利梁假设�推导了简支梁在移动车轮加簧上质量模型、四分之一车模型和二分之一车模型3
种不同车辆模型与桥梁系统竖向振动微分方程．采用模态叠加的离散化方法�将偏微分方程转化为变系数常微分方程�并将
微分方程数值积分的 Runge－kuntta方法引入到该时变系统的振动响应中来．结果表明�3种车辆模型都可以反映出移动荷载
作用下车桥耦合振动的总体规律�但考虑车体刚度的影响更能体现车桥耦合振动的真实性．
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1　引言

桥梁结构处于工作状态时�不仅承受静载作用�
而且还要承受移动车辆荷载作用�并且移动车辆荷
载本身也是一个带有质量的振动系统�使桥梁－车
辆耦合系统的动力特性随荷载位置的移动而不断变

化［1］．所以同时考虑移动车辆荷载和桥梁两者质量
的振动微分方程带有变系数�精确求解非常困难�在
以往的研究中采用不同的车辆模型来进行分析研

究．
基于以往的研究�为揭示不同车辆模型对车桥

耦合振动问题的影响�本文依据振动原理推导了3
种不同车辆模型－－－移动车轮加簧上质量模型、四
分之一车模型和二分之一车模型的车桥耦合振动微

分方程�采用模态分析的离散化方法�将复杂的微分
方程转化为变系数的常微分方程�编制了基于
Runge－Kutta 法的计算程序．由于桥梁的振动响应
由若干低阶模态起控制作用�所以在分析过程中只
需要提取若干低阶振型来进行响应分析�这样就减
少了体系计算自由度�提高了运算效率．本文桥梁提
取前十阶模态进行分析�先从整体上揭示了三种车
辆模型作用下桥梁振动响应的共同规律�然后比较

了各种车辆模型作用下桥梁振动响应的细微差别．

2　车－桥耦合振动模型建立

2．1　移动车轮加簧上质量车模型
如图1所示�假设简支梁为等截面（抗弯刚度为

EI）�恒载质量均匀分布（单位长度质量为）�阻尼为
粘滞阻尼 c�长度为 L�采用贝努利－欧拉梁模型�
不考虑剪切变形和转动惯量的影响．简支梁上的移
动荷载（以恒定速度 v 移动）是由簧上质量 m1、移动
车轮的质量 m2、弹簧 k1和阻尼器 c1组成的体系．
设梁的动挠度为 y（ x�t）�簧上质量的动位移为 z
（ t）�簧下质量 m2假定沿梁长移动而不脱离开梁
体．按照振动理论�车－桥系统竖向耦合振动微分方
程可以表示为：

m1z··（ t）＋k1［ z（ t）－y（x�t） ］＋ c1（z·（ t）－y·（x�
t））＝0 （1）

EI∂4y（x�t）∂x4 ＋m∂2y（x�t）∂t2 ＋ c∂y（x�t）∂t ＝－δ

（x－vt）｛（m1＋m2） g＋m2y··（x�t）＋m1z··（ t）｝ （2）
利用分离变量法�将桥梁的竖向振动按模态展

开为

第24卷第1期
2007年2月

华　东　交　通　大　学　学　报
Journal of East China Jiaotong University

Vol．24　No1
Feb．�2007



y（x�t）＝Σ
n

i＝1φi（x）qi（ t） （3）
式中：φi（ x）是均匀简支梁第阶模态函数；qi

（ t）是 t 时刻第阶模态响应

图1　移动车轮加簧上质量车模型作用下的简支梁
将（3）式分别代入（1）（2）可得：

m1z··（ t）－ c1Σ
n

i＝1φi（x）q· i（ t）－k1Σ
n

i＝1φi（x） qi（ t）＋
c1z·（ t）＋k1z（ t）＝0 （4）

q··i（ t）＋2m2
mb

Σ
n

i＝1φi（ x） q̈i（ t）＋2m1
mb

φi（ x） z̈ （ t）＋
c
mq ·i（ t）＋ω2iqi（ t）＝－2（m1＋m2） g

mb
φi（x） （5）

式中：ωi＝ i2π2
L2

EI
m 为等截面简支梁的第 i 阶

圆频率

mb＝mL 是桥梁的总质量
2．2　四分之一车模型

如图2所示�取桥梁未变形前的中心线为 x 轴�
y（x�t）代表桥梁中心线动挠度．简支梁桥模型假设
及各参数与第2．1节中移动车轮加簧上质量车模型
相同．y1（ t）代表的竖向绝对位移�从 m1（车体质量）
的平衡位置算起；y2（ t）代表车辆结构中质量 m2（悬
架与轮胎质量之和）的竖向绝对位移�从 m2的静平
衡位置算起；v 为车辆通过桥梁时的速度．依据振动
理论�车－桥系统竖向耦合振动微分方程可以表示
为：

图2　四分之一车模型作用下的简支梁

EI∂4y（x�t）∂x4 ＋ c∂y（x�t）∂t ＋m∂2y（x�t）∂t2 ＝－
｛m1 y··1（ t）＋m2 y··2（ t）＋（m1＋m2） g｝δ（x－vt） （6）

m1 y··1（ t）＋ c1 y·1（ t）－ c1 y·2（ t）＋ k1y1（ t）－
k1y2（ t）＝0 （7）

m2 y··2（ t）－ c2 y·（x�t）－ c1 y·1（ t）＋（ c1＋ c2） y·2
（ t）－k2y（x�t）－k1y1（ t）＋（k1＋k2）y2（ t）＝0 （8）

根据分离变量法�将⑶式代入⑹～⑻式�依据振
型正交性两边同乘以φn（x）并从0到积分：

q··i（ t）＋2m1
mb

φi（ x） ÿi（ t）＋2m2
mb

φi（ x） y··2（ t）＋ c
m

q·i（ t）＋ω2iqi（ t）＝－2（m1＋m2）
mb

gφi（x） （9）
m1 y··1（ t）＋ c1 y·1（ t）－ c1 y·2（ t）＋ k1y1（ t）－

k1y2（ t）＝0 （10）
m2 y··2（ t）－ c2∑ni＝1φi（x）q

·
i（ t）－ c1 y

·
1（ t）＋（ c1＋

c2）y
·
2（ t）－k2∑ni＝1φi（x）qi（ t）－k1y1（ t）＋（k1＋ k2） y2

（ t）＝0 （11）
其中ωi 和 mb 与移动车轮加簧上质量模型意义相

同．
2．3　二分之一车模型

图3　二分之一车模型作用下的简支梁
如图3所示�假设车身是具有垂直和俯仰两个

自由度的刚度�车身的质量和转动惯量分别用 mhb

和 Ihp表示．m、c、EI、L 分别为梁的分布质量、阻尼
系数、抗弯刚度、跨径；x1、x2为车辆系统前、后轴的
位置�y（x�t）为梁的竖向振动位移�zof、zor分别表示
前、后轮处桥梁竖向振动位移；mwf、mwr分别为前、后
悬架与轮胎质量之和�ksf、ksr分别为前后悬架弹簧
刚度�csf、csr分别为前、后悬架阻尼系数�ktf、ktr分别
为前、后轮胎等效刚度�ctf、ctr分别为前、后轮胎阻尼
系数；a、b 为车辆前、后轴到车辆重心的距离．z1、
z2、z3、z4、zb、θb 为车辆系统的广义坐标．根据振动理
论�车辆运动方程可以表示为：

mwfz··1＝ktf（zof－z1）＋ ctf（z·of－z·1）－ksf（z1－z2）
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－ csf（z·1－z·2） （12）
mwrz··3＝ ktr（zor－ z3）＋ ctr（z·or－ z·3）－ ksr（z3－

z4）－ csr（z·3－z·4） （13）
mhbz··b＝ksf（z1－z2）＋ csf（z·1－z·2）＋ ksr（z3－z4）

＋ csr（z·3－z·4） （14）
Ihpθ
··

b＝－ a［ ksf（z1－ z2）＋ csf（z·1－ z·2） ］＋ b ［ ksr
（z3－z4）＋ csr（z·3－z·4） ］ （15）

简支梁的振动微分方程：

EI ●4
●x4（x�t）＋ c ●

●ty（x�t）＋m ●2
●t2y（x�t）＝－

f1δ（x－x1）－ f2δ（x－x2） （16）
f1＝mhbg b

a＋b＋mwfg＋mwf z··1＋ b
a＋bmhb z··b－

1
a＋bIhpθ

··
b

f2＝mhbg a
a＋b＋mwrg＋mwrz̈3＋ a

a＋bmhb z··b＋
1

a＋bIhpθ
··

b

利用模态叠加法�由（3）式可得：

zof＝y（x1�t）＝∑ni＝1φi（x1） qi（ t）　 zor＝ y（ x2�t）

＝∑n
i＝1φi（x2）qi（ t）

z·of＝●y（x1�t）
●t ＝∑n

i＝1φi（x1）q
·

i（ t）

z·or＝●y（x2�t）
●t ＝∑n

i＝1φi（x2）q
·

i（ t）
则（12）～（16）式进一步转化为：

－ctf∑ni＝1φi（ x1） q
·

i（ t）－ ktf∑ni＝1φi（ x1） qi（ t）＋mwf z··1＋
（ctf＋ csf）z·1－ csfz·b＋ acsfθ

·
b＋（ktf＋ksf）z1－ksfzb＋ aksf

θb＝0 （17）
－ctr∑ni＝1φi（x2）q

·
i（ t）－ktr∑ni＝1φi（x2）qi（ t）＋mwrz··3

＋（ctr＋ csr）z·3－ csrz·b－bcsrθ
·
b＋（ktr＋ ksr）z3－ ksrzb－

bksrθb＝0 （18）
mhbz··b－ csfz·1－ csrz·3＋（ csf＋ csr） z·b＋（－ acsf＋

bcsr）θ
·

b＋（ksf＋ksr） zb－ ksfz1－ ksrz3＋（ bksr－ aksf）θb

＝0 （19）
IhPθ
··

b＋ acsfz·1－bcsrz·3＋（－ acsf＋ bcsr）z·b＋（ a2csf

＋b2csr）θ
·

b＋ aksfz1－ bksrz3＋（ bksr－ aksf） zb＋（ a2ksf
＋b2ksr）θb＝0 （20）

q··i（ t）＋2mwf
mb

φi（ x1） z··1＋2mwr
mb

φi（ x2） z··3＋2mhb
mb

（ bφi（x1）＋ aφi（x2）
a＋b ） z··b－ 2Ihp

mb（ a＋b） （φi （ x1）－φi

（x2））θ
··

b ＋ c
m q·i （ t ）＋ω2iqi （ t ）＝－ 2mb

［ mhb g

bφi（x1）＋ aφi（x2）
a＋b ＋mwfgφi（x1）＋mwrgφi（x2） ］ （21）
式中：其中ωi 和 mb 与移动车轮加簧上质量模

型意义相同

3　算例分析

采用文献［6］的车辆数据以及文献［5］的桥梁数
据．桥的参数是 m＝1．2×104kg／m�EI＝1．275×1011
N·m2�L＝40m�c＝0；车辆参数：移动车轮加簧上质
量�m1＝32025kg�m2＝1425kg�k1＝6．5×105N／
m�c1＝2．1×104N·s／m；四分之一车模型�m1＝32
025kg�m2＝1425kg�k1＝6．5×105N／m�c1＝2．1×
104N·s／m；k2＝2．85×106N／m�c2＝0；二分之一车
模型�mhb＝32025kg�mwr＝945kg�mwf＝480kg�Ihp
＝82615．67kg·m2；a＝2．6524m�b＝0．9726m；csr
＝1．4e4kg／s�csf＝1．7e5kg／s�ctr＝ ctf＝0kg／s；ktf＝
9．5e5N／m�ktr＝1．9e6N／m�ksf＝1．7e5N／m�ksr＝
4．8e5N／m．

图4～图7分别给出了移动车轮加簧上质量车
模型、四分之一车模型和二分之一车模型三种车模
型对应不同车速状态下桥梁跨中的动态响应．三种
不同车辆模型作用下桥梁振动响应的共同点：
1） 都能体现跨中动态位移响应曲线的波动规

律；
2） 桥梁最大动挠度均发生在车辆位于近跨中

位置；
3） 桥梁跨中的最大动挠度并不是随车辆速度

的增加而线性增加；
4） 当车速小于24m／s 时�跨中最大动挠度波

动幅度不明显；当车速由28．5m／s 提升到40m／s
时�跨中最大动挠度急剧增大；
5） 车辆以不同速度通过桥梁时�三种车辆模型

计算得到的桥梁跨中最大动挠度曲线的峰值点对应

速度值相同．
但是从细节方面来看�不同车辆模型得出的结

果存在如下一些差别：
1） 移动车轮加簧上质量车模型比四分之一车

模型对应的桥梁跨中最大动挠度要略微大一点�主
要是因为由于考虑了轮胎的弹簧效应�使得质量惯
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性的影响更为复杂且有所减弱趋势．但因为车辆轮
胎刚度相对于悬架弹簧刚度较大�从而导致考虑轮
胎刚度影响不大．
2） 二分之一车模型作用下的桥梁最大挠度与

四分之一车模型及移动车轮加簧上质量车模型相比

明显降低．这主要是因为考虑了车辆的仰俯及车身
长度之后�车辆与桥梁之间的接触点由一点变成两
点�使得桥梁位移响应减小．

图4　移动车轮加簧上质量车模型下的跨中位移响应　　图5　四分之一车模型下的跨中位移响应

图6　二分之一车模型下的跨中位移响应　　　图7　不同速度对应的跨中最大位移响应

4　结论

1） 本文依据振动理论及采用欧拉－贝努利梁
假设�推导出了三种车辆模型：移动车轮加簧上质量
车模型、四分之一车模型和二分之一车模型作用下
车桥耦合振动方程�采用模态叠加法进行求解；
2） 三种车模型都能反映出车桥耦合振动的总

体规律；
3） 与二分之一车模型相比�四分之一车模型和

移动车轮加簧上质量车模型计算结果偏于保守．
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Comparison of Three Models for Vehicle-bridge Coupled Vibration of
Simple Beam Bridge Subjected to Moving Load

GUI Shu-i rong�CHEN Shu-i sheng�XU Sh-i qiang

（School of Civil Eng．and Arc．�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract：In this paper�three models for vehicle-bridge coupled vibrations�namely moving spring mass system�two-de-
gree-of freedom vehicle model and fourdegree-of freedom vehicle model were derived according to vibration theory andthe
hypothesis of Euler-Bernulli beam．Through using modal analysis method�thepartial differential function was changed to
differential function which varied with time．Based on Runge-Kutta method�the vehicle-bridge coupled vibration eation
were solved with MATLAB．The results show that the three models all can reasonably reflect the rule of bridge vibration
under moving loads．However�more authentic results can be obtained with taking the vehicle body rigidity into account．
Key words：vehicle；bridge；coupling vibration；Runge-Kutta method
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