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多输出支持向量回归算法
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摘要：提出了一种新的多输出支持向量回归算法（M－SVR）�给出了定义在超球上的损失函数�并将训练 SVM的问题转化为迭
代解线性方程组的问题．在求解过程中采用边计算边使矩阵降阶的办法�使得在求解的同时找到了支持向量．实验结果表明：
M－SVR算法与 SVR算法相比�支持向量明显减少�并且具有更好的整体预测精度和抗噪性能．
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在现实生活及生产应用中�经常会碰到要对多个变量或指标进行预测的情况�例如经济学中对时间序列
指标的预测、工程应用中多维数据的拟合等�系统的输出变量 y 是一个向量�即 y∈Rk （ k＞1）．这就是所谓
的多输出回归问题．目前多元统计和神经网络是解决多输出回归问题的常用方法�但这些方法对数据的依赖
性较高�存在一定的局限性．

支持向量机是近年发展起来的一种性能优越的统计学习方法．它是依据 Vapnik 统计学习理论�以结构
风险最小化为原则的学习系统�可以避免局部极小和过学习的问题．支持向量机最初用于解决模式识别问
题�近些年来对其回归算法的研究也越来越多�但目前 SVM回归算法都是针对单输出问题�对多输出问题讨
论得很少．虽然某些情况下可以构造多个 SVM来解决多输出问题�但在将多维问题化为多个一维问题的条
件还没有得到很好地证明的情况下�这样做是不合理的．另外�在还没有提高 SVM训练速度的情况下�这种
方法在运算上也是不现实的．这些都使得对多输出回归的算法研究更具应用前景和实际意义．

1　支持向量回归算法

设训练本集 D＝｛（ xi�yi）｜i＝1�2�…�l｝�xi∈RM�yi∈R�构造回归函数
f（ x）＝wT·Φ（ x）＋b （1）

非线性映射Φ（ x）�将数据 x 映射到高维特征空间�w 和 b 分别为权向量和偏置．在单输出回归算法中
遍采用的损失函数是ε不敏感函数�其定义为：

L（｜y－ f（ x�a）｜）＝ O� ｜y－ f（ x�a）｜≤ε
｜y－ f（ x�a）｜－ε�｜y－ f（ x�a）｜＞ε （2）

如果把回归估计的定义为对上式的ε不敏感损失函数（ε≥0）进行风险最小化问题�并引入权弛变量ζi

和ζ∗i �那么用支持向量机原理解决回归问题�可化为求解下面的二次规划问题最小化泛涵

R（ω�ζ∗ζ）＝12wT·w＋C∑l

i＝1（ζ∗i ＋ζi） （3）

式（3）的约束条件为：
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（ wT·Φ（ xi）＋b）－yi≤ε＋ζi

yi－（ wT·Φ（ xi）＋b）≤ε＋ζ∗i
ζi�ζ∗i ≥0

（4）

引入拉格朗日函数：

L＝12wT·w＋C∑l

i＝1（ζ∗i ＋ζi）－∑l

i＝1ai（ yi－wT·Φ（ xi）－b＋ε＋ζi）

－∑l

i＝1a∗i （ wT·Φ（ xi）＋b－yi＋ε＋ζ∗i ）－∑l

i＝1（γ∗i ζ∗i �γiζi）
（5）

根据 KKT 条件�有如下等式成立：

w＝∑l

i＝1（ a∗i － ai）Φ（ xi） （6）

∑l

i＝1（ a∗i － ai）＝0　 ai�a∗i ∈［0�c ］；　 i＝1�2�…�l （7）

其中 ai�a∗i 为接格朗日乘子．将式（6）、（7）代入式（5）中�可将上面的二次规划问题转化为求解下面泛函的
最大值：

W（ a�a∗）＝12∑
l

i＝1∑
l

i＝1（ a∗i － ai）（ a∗j － aj） K（ xi·xj）

＋ε∑l

i＝1（ a∗i ＋ ai）－∑l

i＝1yi（ a∗i － ai）
（8）

其约束条件为：

∑l

i＝1（ a∗i － ai）＝0　 ai�a∗i ∈［0�c ］；　 i＝1�2�…�l （9）
将在约束条件（9）下�最大化（8）求得的参数 ai 和 a∗i 代入式（6）得到回归函数

f（ x）＝∑l

i＝1（ a∗i － ai） K（ xi·x）＋b （10）

式中 a∗i － ai 不等于零对应的样本就是支持向量．

2　多输出支持向量回归算法

多输出支持向量加在归算法是针对系统函数的输出变量 y 是一个向量（即 y∈Rk�k＞1）而提出一种新
的 SVM算法．它主要是对单输出回归算法中的损失函数进行了改进�用定义在超球 上的损失函数代替定义
在超立方体上的损失函数�将式（2）改为：

L（ x）＝ o ‖x‖＜ε；
（‖x‖＜ε）2‖x‖≥ε；

（11）

式（11）定义的同失函数的优点在于�它能将各分量的拟合误差都考虑进来�使目标函数与各分量的误差
有关�从而达到整体优化的目的．另一方面这样定义的损失函数可弱化噪声对结果的影响�提高算法的抗噪
性能．

对于 M维输入�N维输出的函数拟合问题�假定给定的数据样本为 D＝｛（ xi�yi）｜i＝1�2�…�L｝�x∈
RM�y∈RM�第 j 个输出的函数模型为 Gj：f j（ xi�wj�bj）＝wj·φ（ xi）＋bj�bj∈R．可以将函数表过为 F（ x）＝φ
（ xi）TW＋B�其中φ（·）是高维空间的非线性映射�W＝［ w1�w2�…�wN ］�B＝［ b1�b2�…�bN ］．因此要解决多
维回归问题就是要对每一个输出求出回归量 wj 和 bj（ j＝1�2�…�N）．其目标函数如式（12）：

Min　L（W�B）＝12∑
l

i＝1‖Wj‖2＋C∑l

i＝1L（ ui） （12）

其中�L（ u）是在超球 上定义的损失函数�u1＝‖ ei‖＝ eiei
T �ei＝yi－φ（ xi） TW－B．当ε＝0时�该问

题就是对每一个输出分量做最小二乘回归；当ε≠0时�在求解每一个输出函数的回归量 wj 和 bj 时会兼顾到
其他输出分量的拟合效果�这样得到的解钭会是一个整体拟合最优的解．
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根据目标函数及约束条件�可以得到以下的拉格朗日函数：

L（W�B）12∑
l

i＝1‖Wj‖2＋C∑l

i＝1L（ ui）－∑l

i＝1ai（ u2i－‖yi－φ（ xi）TW－B‖2） （13）

将 wj 表示为特征空间的一个线性组合�设 wj＝∑βj
iφ（ xi）＝ΦTβj�则求解式（13）可得知如下的矩阵方程

K＋Da－1
aTK　　1Ta

βj

bj
yj

aTyj j＝1�… n （14）

其中（ K） ij＝K（ xi�xj）�只要将βj 的值求出来即可．求解可采用迭代过程来完成．具体步骤如下：
步骤1：初始化．设 k＝0�Wk＝0�Bk＝0计算 uk

i 和 ai 的值．

步骤2：求解（4）�设得到的解为 Ws 和 Bs�Pk＝ Ws－Wk

Bs－Bk ．需要注意的是这里的 Pk 不是一个向量而是

一个矩阵．它的每一列表示一个输出分量的回归系数的下降方向．

步骤3：获得下一步的解
Wk＋1

Bk＋1 ηkPk�其中ηk 表示步长．在计算ηk 时�采用一维搜索的算法．首先设ηk

＝1看看得的 Wk＋1和 Bk＋1能否满足 L（Wk＋1�Bk＋1）＜L（Wk�B）�如果不能�可将ηk 乘以一个小于1的正数�
再计算 Wk＋1和 Bk＋1�一直到 Wk＋1和 Bk＋1满足 Lp（Wk＋1�Bk＋1）＜Lp（Wk�Bk）�这时 Wk＋1和 Bk＋1才是本步骤
所求的 Wk＋1和 Bk＋1．

步骤4：根据上步所得的 Wk＋1和 Bk＋1计算 uk＋1
i 和 ai�并令 k＝k＋1�返回步骤2�一直到整个过程收敛�

找到目标函数的最小值�算法停止．

3　数值仿真实验

为了进一步说明上述M－SVR算法的可行性及有效性�在四个数据集上对其进行了仿真实验．对于 M－
SVR和多个单输出 SVR（文件称为 S－SVR）的性能将从训练平均误差、训练正在角率、测试平均误差、测试正
确率、训练时间、训练平均整体误差、测试平均整体误差这几个方面来比较．其中�训练（测试）正确率定义为：
当训练（测试）样本中相对误差小于0．01的样本个数与训练（测试）样本个数的比值．整体误差的求解公式
为：整体误差＝ e21＋ e22＋… e2N（ N为输出的维数）．

数据集1：函数形式为：
x1�k＋2＝0．1sin（πx2�k＋1）＋（0．8－0．5exp（－x21�k＋1））·x1�k＋1－（0．3＋0．9exp（－x21�k＋1））·x1�k

x2�k＋2＝0．6x2�k＋1＋0．2x2�k＋1·x2�k＋1．2tan（ x1�k）
�

k＝0�1�2�…�其中初始值 X0＝ 0．1
0．1 ．

此函数的设计是为了产生一个类似时间序列的数据集�训练样本取400个�测试样本取100个．参数取
值为：C＝1000�σ＝1．0�ε＝0．0001．M－SVR算法的训练平均整体误差为0．001308�测试平均整体误差为
0．000942．S－SVR算法的训练整体标准差为0．001743�测试整体标准差为0．001248．其结果如表1所示．

表1　数据集1的 M－SVR算法和 S－SVR算法结果比较
输出

训练平均误差

M－SVR S－SVR
训练正确率

M－SVR S－SVR
测试平均误差

M－SVR S－SVR
测试正确率

M－SVR S－SVR
y1 0．00096 0．00125 0．98 0．97 0．00070 0．00091 1．00 0．99
y2 0．00074 0．00105 0．99 0．98 0．00054 0．00075 0．99 0．98

数据集2由以下函数生成：
x1�k＋1＝x1�k＋sin（ x2�k＋sin（ t））／x2�k＋sin（ t）

x2�k＋1＝x21�k＋sin（ x1�k·x2�k）�k＝0�1�2�…其中初始值 X0＝ 00 �t∈［－10�10］．
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训练样本取800个�测试样本取200个．参数取值为：C＝1000�σ＝1．0�ε＝0．0001．M－SVR的训练整体
标准差为0．224588�测试整体标准差为0．220273．S－SVR的训练平均整体误差为0．248118�测试平均整体
误差为0．240033．所得的结果如表2所示．

表2　数据集4的 M－SVR算法和 S－SVR算法结果比较
输出

训练平均误差

M－SVR S－SVR
训练正确率

M－SVR S－SVR
测试平均误差

M－SVR S－SVR
测试正确率

M－SVR S－SVR
y1 0．03965 0．03970 1．00 1．00 0．04716 0．04708 1．00 1．00
y2 0．21654 0．24068 0．94 0．91 0．21009 0．23041 0．94 0．93

4　结束语

本文在单输出 SVR算法的基础上提出了多输出 SVM回归算法 M－SVR�并进行了仿真实验．实验结果
表明：M－SVR与单输出 SVR算法相比�提高了精度�增强了抗噪能力．对M－SVR算法的研究还仅仅只是开
始阶段�对其参数优化、在线学习以及实际应用方面还有待进一步的研究．
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Support Vector Machine for Mult-i output Regression

HU Rong

（Department of Applied Mathematics�Guangdong University of Finance�Guangzhou510640�China）

Abstract：A new approach is proposed for SVM mult-i output regression in which a hyper-spherical insensitive function is
defined and iterative procedure is used to obtain the desired solution．During the operation process support vectors can be
found directly by lowering the rank of matrix．The results of the experimentations illustrate that M-SVR can get higher
whole precision and enhanced capability of ant-i noise while the time expense is little．
Key words：support vector machine；multi－output；regression；SVR
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