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摘要：引入了序非扩张算子的概念�并研究了这种算子不动点的存在问题�得到了几个不动点定理．
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1　引　言

Milman和Brodski�Browder�Petryshin�Kirk等人深
入地研究了非扩张算子�得到了许多著名的不动点
定理和深刻结果［5］�例如William O．Ray 得到的一个
非常著名的结果：设 D是实 Hilbert 空间中的一个闭
凸集�则 D对于非扩张算子有不动点的充要条件是
D有界．目前仍有许多学者在研究非扩张算子的更
深一步结果和非扩张算子的不动点应用问题．

本文我们引入了一类新的序算子－序非扩张算
子�然后在半序 Banach空间研究了这种算子在不同
条件下的不动点定理．

2　定义与预备知识

本文中我们用 E 表示实 Banach 空间�P 是 E
中的锥�半序≤为 P诱导�x≤y⇔y－x∈P．

定义1　D为 E中的子集�A∶D→ E称为 D上
的序 Lipschitz 算子�如果存在一个常数 K＞0�∀x�y
∈D�x≤y⇒Ay－Ax≤K（y－x）�如果0＜K＜1�称
A 为序压缩算子；如果 K＝1�称 A 为序非扩张算
子．

显然序非扩张算子与非扩张算子有本质的区

别�如 P是 E中正规锥�若其正规常数为 N�由 x≤

y⇒Ay－Ax≤ y－ x�有‖Ay－Ax‖≤N‖ y－ x‖．
当0＜N≤1时�A 就是一般的非扩张算子或者 Lips-
chitz 压缩算子�故与此相关的所有结论都是成立的；
当1＜N时�A 就不是非扩张算子或者Lipschitz 压缩
算子．本文假定当 P是 E中正规锥时�1＜N．

定义2［8］　设 E为实 Banach空间�D为 E中子
集�若 x∈D�∀0≤ t≤1�必有 tx∈D�则称 D 为星
形的．

定义3［5］　设 E为实 Banach空间�D为 E中闭
凸子集．设 A∶D→E�则称 A 为半紧的�如果它有性
质：∀D中的有界序列�并且（ I－A）（ xn）是强收敛
的�则｛xn｝存在一个强收敛子序列．

引理1［7］　设 P 是（ E�‖·‖）中的锥�则以下
结论等价：

（1）P是正规的；
（2）存在 E上等价范数‖·‖1�满足：θ≤ x≤ y

⇒‖x‖1≤‖y‖1；
（3）存在常数 N＞0满足：θ≤x≤y⇒

‖x‖≤N‖y‖．
引理2［6］　P是 E中的锥�≤是由 P 导出的半

序�则：
（1）x≤ u�y≤v⇒x＋y≤ u＋v；
（2）x≤y�λ＞0⇒λx≤λy；
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（3）xn≤yn�xn→x�yn→y⇒x≤y

3　主要结果和证明

文献［1］ ［2］均在正规锥条件下�对序压缩算子进
行了讨论�这里我们用不同的方法得到了一个序压
缩算子不动点定理．

定理1　设 E 为实 Banach 空间�D 为 E 中闭
集�A∶D→D是增的序压缩算子�P 是 E中的正规
锥�且存在 u0∈D�u0≤Au0�则 A 在 D中有不动点．

证明：因为 P是 E中的正规锥�由引理1�存在
E上等价范数‖·‖1�满足：

θ≤x≤y⇒‖x‖1≤‖y‖1 （1）
因为 A 为 D上增的序压缩算子�故∀x≤ y⇒θ

≤Ay－Ax≤ K（ y－ x）�其中0＜ K＜1．所以由（1）
式�有：

‖Ay－Ax‖1≤‖K（y－x）‖1＝K‖y－x‖1
（2）

显然 A 在范数‖·‖1意义下为 Lipschitz 压缩
算子．令 un＝Aun－1�显然有 un－1≤ un�即：

u0≤ u1≤…≤ un≤…
任给 n�p∈N�有：

‖ un＋p－ un‖≤∑p
j＝1‖ un＋ j－ un＋ j－1‖1

≤（Kp－1＋…＋K＋1）‖ un＋！－ un‖1

≤ Kn

1－K‖ u1－ u0‖1
当 n→∞时�‖ un＋p－ un‖1→0�故｛un｝为闭集

D中 Cauchy 列�故存在 x∈D�使得‖ un－ x‖1→0
（ n→∞）�A x＝x�由于‖·‖1和‖·‖等价�所以同
时也有 lim

x→∞‖ un－x‖＝0�un≤x．
注记1：实际上条件“ u0≤Au0”可换成 u0和 Au0

可比较条件�定理仍然成立．关于可比较的一些相关
性质见文献［1］．显然该证明比文献［1］ ［2］中类似定理
的证明要简洁的多．下面我们讨论的是序非扩张算
子的不动点．

定理2　设 D为 E中星形的闭集�A∶D→D是
增的序非扩张算子�P 是 E 中的正规锥�存在 u0∈
D�θ≤ u0≤A（12 u0） �并且（ I－A）（D）为 E中闭子
集�则 A 在 D中有不动点．

证明：　 rn＝ n
n＋1其中 n＝1�2�3…．显然12≤

rn≤1�rn→（ n→∞）�考虑映射族
Anx＝ rnAx�

显然 An是 D→D增的序压缩算子．

12≤ rn＜1⇒12 u0≤ rnu0≤ u0

⇒A（12 u0）≤A（ rnu0）

又因为θ≤ u0≤A（12 u0）�所以
θ≤ u0≤A（ rnu0）．
θ≤ u0≤A（ rnu0）⇒θ≤ rnu0≤ rnA（ rnu0）�
令 u′0＝ rnu0�故有：θ≤ u′0≤Anu′0．
根据定理1�对所有固定的 n�存在唯一的 xn∈

D�Anxn＝xn．
（I－A）（ xn）＝ xn－ Axn＝ xn－ rnAxn＋ rnAxn－

Axn＝xn－Anxn＋（ rn－1）Axn＝（ rn－1）Axn

当 n→∞时�rn→1�（I－A）（xn）→θ�注意到（ I
－A）（D）为 E中闭子集�所以0∈（ I－A）（D）�故存
在 x0∈D�（I－A）（x0）＝0�所以有 Ax0＝ x0�因此 A
在 D中有不动点．

定理3　设 E为实 Banach空间�D为 E中一个
星形的闭集且按序有上界�A∶D→D是增的序非扩
张算子�P是 E 中正则锥�存在 u0∈D�θ≤ u0≤A

（12 u0）�则 A 在 D中有不动点．

证明　取 rn＝ n
n＋1其中 n＝1�2�3…．

显然12≤ rn＜1�rn→1�（n→∞）．
对于每个 n�定义 An∶D→D如下：

Anx＝ rnAx （3）
显然 An为增的序压缩算子．
12≤ rn＜1⇒12 u0≤ rnu0≤ u0

⇒A（12 u0）≤A（ rnu0）

又因为θ≤ u0≤A（12 u0）�所以
θ≤ u0≤A（ rnu0）．
固定 n�θ≤ u0≤A（ rnu0）
⇒θ≤ rnu0≤ rnA（ rnu0）�取 un0＝ rnu0�有θ≤ un0

≤Anun0．
定义迭代序列：un

m＝Anun
m－1＝ rnAun

m－1．由定理
1�对所有固定的 n�存在唯一的 xn∈ D�Anxn＝ xn．
另外�易知：

θ≤ u10≤ u20≤…≤ un0≤… （4）

un1＝Anun0＝ n
n＋1Aun0≤ n

n＋1Aun＋10

≤ n＋1
n＋2Aun＋10 ＝An＋1un＋10 ＝ un＋11

设当 m＝k 时�un
k≤ un＋1

k �则当 m＝k＋！时
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un
k＋！＝Anun

k＝ n
n＋1Aun

k≤ n
n＋1Aun＋1

k

≤ n＋1
n＋2Aun＋1

k ＝An＋1un＋1
k ＝ un＋1

k＋1
故由数学归纳法可证：u1m≤ u2m≤…≤ un

m≤…�
根据定理1�知道 un

m→xn�再由引理2�知：
x1≤x2≤…≤xn≤…�即序列｛xn｝按序单调增．
D为实 Banach空间 E 中一个星形的闭集且按

序有上界�P 是 E 中正则锥�所以｛xn｝在 D 有极
限�设该极限为 x0�则 xn≤x0�‖xn－x0‖→0�x0∈
D（ n→∞）．（ I－ A）（ xn）＝ xn－ Axn＝ xn－ rnAxn＋
rnAxn－Axn＝xn－Anxn＋（ rn－1）Axn＝（ rn－1）Axn

（5）
因此当 n→∞�Axn－xn→θ．
由算子 A 的非扩张性和增性�所以 xn≤ x0⇒

Ax0－Axn≤ x0－ xn．同时是 E 中正则锥�因此也为
E中正规锥�设 N为其正规常数�因此：

‖Ax0－Axn‖≤‖x0－xn‖ （6）
‖x0－Ax0‖
≤‖x0－xn‖＋‖Axn－xn‖＋‖Axn－Ax0‖
≤‖x0－xn‖＋‖Axn－xn‖＋N‖x0－xn‖
当 n→∞时�‖x0－ xn‖→0�‖Axn－ xn‖→0�

所以 lim
n→∞‖x0－Ax0‖＝0�Ax0＝ x0�故 x0为 A 的不

动点．
注记2　由（3）式定义的算子 An 的不动点称为

A的渐进不动点．事实上�我们无法给出 A 的迭代
式�因此只能通过 An 的迭代式逼近 A 的不动点．如
果 P是 E中正规锥�则有下面结论成立：

定理4　设 E为实 Banach空间�D为 E中一个
星形的紧集�A∶D→D是增的序非扩张算子�P 是

E中正规锥�存在 u0∈D�θ≤ u0≤A（12 u0）�则 A
在 D中有不动点．

定理5　设 E为实 Banach空间�D为 E中一个

星形的有界闭凸集�A∶D→D是增的序非扩张半紧
算子�P是 E中正规锥�存在 u0∈D�θ≤ u0
≤A（ u／2）�则 A 在 D中有不动点．

证明　仿定理3�取 rn＝ n
n＋1其中 n＝1�2�3…．

对于每个 n�定义算子 An∶D→D如下：
Anx＝ rnAx （7）

易知算子 An 为增压缩算子�仿定理3前半部
分类似可证�存在 D 中唯一点 xn�使得：Anxn＝ xn�
增序列｛xn｝按序单调．

（I－A）（ xn）＝ xn－ Axn＝ xn－ rnAxn＋ rnAxn－
Axn＝xn－Anxn＋（ rn－1）Axn＝（ rn－1）Axn （8）
因此当 n→∞�rn→1�Axn－ xn→θ�即（ I－ A）

（xn）是强收敛的．由于 A 是半紧算子�故｛xn｝存在
一个强收敛子序列�不妨仍记为｛xn｝�且 xn→ x0�故
x0∈D．
仿定理3后半部分即可证明 x0为 A 的不动点．
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