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一类热传导逆时问题的数值解法
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摘要: 考虑了确定初始时刻温度颁的一类热传导方程递时反问题． 运用拟逆法思想对一类热传导逆时问题进行了分析，最后

给出方程的差分格式，通过传播因子法证明了差分格式的稳定性，并通过数值算例验证算法的有效性．
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一般说来，逆时热传导问题是不适定的，即当我们用 t = T 时刻的真实温度场 g( x) 的测量数据 gδ ( x) 求
初始时刻 t = 0 的温度 f( x) 时，由于测量误差 δ 的存在，所以几乎是不可能的． 拟逆法的基本思想是构造原来
不适定反问题的扰动问题，使其变成适定的问题，进而用扰动问题的解近似原不适定的反问题的解． 由于拟
逆法简单易用，近年来，有许多文章对该法做了深入的探讨． 例如，作者 Lattes 和 Lions［1］，Miller［2］等已经运
用拟逆法近似求解了热传导逆时问题，刘继军［3］也对拟逆法做了比较详尽的阐述，但其在构造一维逆时热
传导问题的扰动问题时用到了四阶偏导数，而且还加了相应的边值条件，这就给数值求解扰动问题带来了难
度． 本文则运用拟逆法对一维逆时热传导问题进行了比较详细的介绍，并重新构造逆时热传导问题的扰动问
题，最后运用差分法对扰动问题进行求解，数值算例表明算法是有效的． 更值得注意的是，本文的方法也可推
广到非齐次方程或二维情形．

1 问题的提出

考虑如下正问题:
ut ( x，t) = a2uxx ( x，t) ( x，t) ∈( c，d) × ( 0，T)

u( c，t) = 0，u( d，t) = 0 t∈( 0，T)
u( x，T) = f( x) x∈( c，d{

)

FVP

由边值条件和初始条件 u( x，0) = f( x) 求 u( x，t) 称为正问题． 记为 FVP． 易知该问题有形式解:

u( x，t) = Σ
∞

n = 1
Cnexp( - a2n2π2 t

( d - c) 2 ) sin nπ( x - c)
( d - c) 2 ，

其中 Cn 为待定系数．
下面考虑相应的反问题:

u1 ( x，t) = a2uxx ( x，t) ( x，t) ∈( c，d) × ( 0，T)

u( c，t) = 0，u( d，t) = 0 t∈( 0，T)
u( x，T) = g( x) x∈( c，d{

)

BVP

记为 BVP． BVP 是由边值条件和终点时刻 t = T 的值 g( x) 求 0≤t ＜ T 时刻的值． 文献［3］证明了 BVP 有解的
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充要条件; 文献［4］则证明，如果 BVP 有解，则必唯一． 用 t = T 时刻的温度分布确定 FVP 形式解的待定系数
Cn，得:

u( x，t) =∑
∞

n = 1

2
d - c ∫

d

c
g( ξ) sin nπ( x - c)

d - c dξexp［a2n2π2

( d - c) 2 ( T - t) ］sin nπ( x - c)
d - c ;

则当 t = 0 时，有:

f( x) = u( x，0) = ∑
∞

n = 1

2
d - c ∫

d

c
g( ξ) sin nπ( ξ - c)

d - c dξexp［a2n2π2

( d - c) 2 ( T - t) ］sin nπ( x - c)
d - c ; ( 1)

2 构造与 BVP 相应的适定的扰动问题

在问题 BVP 中，令 τ = T - t，并记 w( x，τ) = u( x，T - t) ，记 Z = a2n2π2T / ( n2π2α + ( d - e) 2 )

则问题 BVP 等价于下述问题
wτ ( x，τ) = - a2wxx ( x，τ) ( x，τ) ∈( c，d) × ( 0，T)

w( c，τ) = 0，w( d，τ) = 0 τ∈( 0，T)
w( x，0) = g( x) x∈( c，d{

)

BVP1

即形式上是通过边值条件和初值条件求 τ = T 时的温度分布．
对于给定的 a ＞ 0，考虑 BVP1 的扰动问题:

vτ ( x，τ) = - a2vxx ( x，τ) + ɑvxxτ ( x，τ) ( x，τ) ∈( c，d) × ( 0，T)

v( c，τ) = 0，v( d，τ) = 0 τ∈( 0，T)
v( x，0) = g( x) x∈( c，d{

)

BQVP

显然 BQVP 的解为:

v( x，τ) =∑
∞

n = 1

2
d - c ∫

d

c
g( ξ) sin nπ( ξ - c)

d - c dξ exp［ a2n2π2τ
n2π2α + ( d - c) 2］sin nπ( x - c)

d - c ;

记 φn ( x) = 2
d -■ csin

nπ( x - c)
d - c ，( g，φn ) 为 L2 ( c，d) 上的内积，则:

v( x，τ) =∑
∞

n = 1
( g，φn ) exp (

a2n2π2τ
n2π2α + ( d - c) 2 ) φn ( x) ( 2)

显然，当 α = 0 时，v( x，T) 即为 BVP 的解; 对小扰动项 α ＞ 0，级数( 2) 对任意 g∈L2 ( c，d) 都是收敛的，因
而，对精确 g 的扰动数据 gδ，可用式( 2) 定义逆时问题温度的近似值．

定义 Rαg: =∑
∞

n = 1
( g，φn ) exp( Z) φn ( x) ( 3)

下面我们证明 Rαg
δ 对初始温度场 f( x) 的收敛性．

定理 如果正则化参数 α = α( δ) ＞ 0 当 δ→0 时满足:

α( δ) →0， exp(
a2T
α( δ)

) δ→0，

则对扰动数据 gδ 成立: 当 δ→0 时，‖Rα( δ) g
δ - f‖L2( c，d)→0．

证明: 无妨令，则:‖Rδ - g‖L2( c，d)≤δ，则:

‖Rαg
δ - f‖L2( c，d)≤‖Rαg

δ-Rαg‖L2( c，d) +‖Rαg - f‖L2( c，d)

≤‖Rα‖L2( c，d) δ +‖Rαg
δ-f‖L2( c，d) ( 4)

由式( 2) 和{ φn} 在 L2 ( c，d) 上的正交完备性知，

‖Rαg‖
2
L2( c，d) =∑

∞

n = 1
| ( g，φn ) | 2L2( c，d) exp( 2Z) ;

显然，对任意 n，有 2Z≤2α2T
α

，故

‖Rαg‖
2
L2( c，d)≤exp(

2α2T
α

) ‖g‖2
L2( c，d) ．

即: ‖Rα‖L2( c，d) = exp( α
2T
α

) ． ( 5)
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另外，由式( 1) 和式( 3) 知( 其中记 H = a2n2π2T / ( d - e) 2

‖Rαg - f‖2
L2( c，d) =∑

∞

n = 1
［exp( Z) - exp( H) ］2 | ( g，φn ) | 2

=∑
N

n = 1
［exp( Z) - exp(

a2n2π2T
( d - c) 2) ］| ( g，φn ) | 2 + ∑

∞

n = N + 1
［exp( Z) - exp( H) ］2 ．

由 | ( g，φn ) | 2 = ( 2 /d -■ c ∫
d

c
g( ξ) sin nπ( ξ - c)

d - c dξ) 2 的收敛性知，对 ∀ε ＞ 0，存在 N ＞ 0，有 ∑
∞

n = N + 1
［exp( Z) -

exp( H) ］2 | ( g，φn ) | 2≤ε /2; 对此有限 N，当 α ＞ 0 很小时，∑
∞

n = 1
［exp( Z) - exp( H) ］2 | ( g，φn ) | 2≤ε /2 即当

α→0 时，‖Rag - f‖L2( c，d)→0． ( 6)

综( 4) ，( 5) ，( 6) 式，定理得证．

3 BQVP 的离散

将定义域 R = { ( x，τ) : c≤x≤d，0≤t≤T} 分成( n -1) × ( m -1) 个小矩形，长和宽分别为 Δx = h 和 Δτ = k．记
v( xi，τ j ) = vij ; g( xi ) = gi ;

vτ ( xi，τ j ) = ( vj + 1i - vji ) /τ; vxx ( xi，τ j ) = ( vji + 1 - 2v
j
i + vji - 1 ) /h2 ;

vxxτ ( xi，τ j ) =［vxx ( xi，τ j + 1 ) - vxx ( xi，τ j) ］/τ;

若令 r = α
h2τ

，则 BQVP 的微分方程可离散为:

- rvj + 1i + 1 + ( 2r + 1
τ

) vj + 1i - rvj + 1i - 1 = - (
a2

h2 + r) vji + 1 + (
2a2

h2 + 2r + 1
τ

) vji - (
a2

h2 + r) vji - 1 ;

上式中用了六个点，且由文献［5］中的传播因子法知存在 c = a2

α
，使得 |G( σ，τ) |≤1 + cτ 成立，故算法稳定．

4 数值算例

考虑如下问题:
ut ( x，t) = uxx ( x，t) ( x，t) ∈( - π，π) × ( 0，0． 5)

u( - π，t) = u( π，t) = 0 0 ＜ t ＜ 0． 5
u( x，0． 5) = e - 0． 5 sin x - π ＜ x ＜{

π
由 T = 0． 5 反演 t = 0 时的值． 其解析解为 u( x，t) = e - tsin x． 取 n = 31，m = 21，α = 0． 1，由上述方法可得其

近似解与精确解的图形如下:

图 1 T = 0． 5 反演 t = 0;
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图 2 精确解与近似解的绝对误差
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A numerical method for solving a backward heat conduction

REN Chang - qing，LIU Tang -wei，WANG Ze -wen

( Faculty of Mathematics and Information Science，East China Institute of Technology，Fuzhou，344000，China)

Abstract: We consider teh prollem of a backward heat conduction to determine the moment of the initial tempera-
ture distribution． by the idea of quasi - reversibility． Finally we give a difference scheme of the equation and prove
the stability of the difference scheme by the Lax - Richtmyer method． Numerical result shows that our algorithm is
effective．
Key words: Quasi - reversibility; inverse problem; Regularization; difference scheme; heat conduction equation
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