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带随机延滞的衍生的 ARCH 模型的几何遍历性

王允艳，唐明田

( 江西理工大学 理学院，江西 赣州 341000)

摘要: 引入了带随机延滞的门限自回归滑动平均 - 自回归条件异方差模型，讨论了这个模型的极限行为，并给出了该模型以

几何速率收敛的充分条件． 该模型将固定延滞的衍生的门限自回归滑动平均 - 自回归条件异方差模型推广为延滞受到一个

有限状态马氏链控制的衍生的门限自回归滑动平均 - 自回归条件异方差模型，能更好的拟合现实世界中的诸多实际问题． 同

时，推广了自回归条件异方差模型，增强了模型的适应性，能够更好的拟合金融市场中价格行为波动的现象．
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1 模型引入

设( Ω，h，Pr ) 是一个概率空间，m 为一正整数，Rm 记 m 维实数空间，Bm 为 Rm 上的 Borel σ - 代数． 令 E =

{ 1，2，…，m} 是一个有限集合，F 记 E 的所有子集生成的 σ - 代数，{ Zt，t≥0} 表示一个定义在( Ω，h，Pr ) 上的

不可约非周期的马氏链，它的状态空间为( E，F) ．
定义 1 设

Xt + 1 = f( Xt，Xt - 1，…，Xt - Zt + 1
) + εt + 1

εt + 1 = h1 /β
t + 1et + 1

hr
t + 1 = α + α10 ( ε +

t ) rβ + α20 ( ε -
t ) rβ +… + α1Zt + 1

( ε +
t - Zt + 1

) rβ + α -
2Zt + 1

( ε -
t - Zt + 1

) r{ β

( 1)

其中 f 是 Rj + 1→R1 的可测函数，它在 Rj + 1的每一个有界集上是有界的． 且满足 α ＞ 0，0≤α1j ＜ 1，0≤α2i ＜ 1，i
∈E，0 ＜ r≤1，β≥1; Eet = 0，E | et | ＜ ∞，ε +

t = max{ εt，0} ，ε -
t = min{ εt，0} ，则( 1) 定义的非线性时间序列模型

为带随机延滞的衍生的 ARCH 模型．
令 Yt = ( Xt，Xt - 1，…，Xt - m，Zt ) '，t≥1 ( 2)

定义 2 设 m + 2 维随机向量序列由模型 ( 2) 定义，Π 是一概率分布． 如果当 Y0 ～ Π 时，∀t≥1，

有 Yt ～Π，则 Π 称为模型( 2) 的不变分布．

2 不可约性、非周期性及相关结论

我们对模型做出以下假设:
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A1 ∀t≥0，{ εt + 1 } 与{ Xs，s≤t} 独立; A2 ∀t≥0，Zt 与 εt 相互独立，且 Zt 与初始随机变量( X0，X1，…，

X - m ) 相互独立; A3 ∀i∈E，εt 有处处为正的下半连续的密度函数 Φ( ·) ．
引理 1 设 A1 ～ A3 成立，则模型( 2) 确定的序列{ Yt } 是定义在( Ω，h，Pr ) 上，以( Rm + 1 × E，Bm + 1 × F) 为

状态空间的齐次马氏链．
令 pij = Pr ( Zt + 1 = j |Zt = i) ，P( ( )x，i) ，Λ × { j} ) = Pr ( Yt + 1∈Λ × { j} |Yt = ( )x，i) )

并且∀l≥2，P ( l) ( ( )x，i) ，Λ × { j} ) = Pr ( Yt + 1∈Λ × { j} |Yt = ( )x，i) ) ，

其中，t≥0，( )x，i) ∈Rm + 1 × E，Λ × { j}∈Bm + 1 × F．

P ( 1) ( ( )x，i) ，Λ × { j} ) = ∑
k∈E ∫

Rm+1

P( ( )x，i) ，d )ω × { k} ) P ( l - 1) ( ( )ω，k) Λ × { j} )

注意到关于模型( 2) 的假设之一是: { Z1 } 是不可约的，从而可知，对( E，F) 上的任一测度 λ，{ Zt} 是 λ -
不可约的． 适当地选取一个测度，仍以 λ 记之，满足∀i∈E，λ{ i} ＞ 0． 于是可以导出一个定义在( Rm + 1 × E，

Bm + 1 × F) 上的测度 μm + 1 × λ，这里 μm + 1 为 ( Rm + 1，Bm + 1 ) 上的 Lebesgue 测度，使得 μm + 1 ( A) ＞ 0 蕴含

μm + 1 × λ( A × { j} ) ＞ 0，A∈m + 1∈E．
引理 2 设{ Yt} 是由模型( 2) 确定的序列，且 A1 成立，令 Λ = Λ0 × Λ1 ×… × Λm，Λk∈Bk，k = 0，1，…，m;

IΛk
( ·) 表示 Λk 的示性函数． 则它的 l 步转移函数为: 当 1≤l≤m 时，

P ( 1) ( ( )x，i) ，Λ × { j} ) = ∏
m - 1

q = 0
IΛq + 1

( xq ) ∑
k1，…，Kl - 1∈E

pik1…pkl - 1j ∫
Λl－1×…×Λ0

Φ( yl - 1 - f( Ul ) ) ·Φ( yl - 2 - f( Ul - 1 ) ) …

Φ( y1 - f( U2 ) ) ·Φ( y0 - f( U1 ) ) dyl - 1…dy0 ;

P ( m + 1) ( ( )x，i) ，Λ × { j} ) = ∑
k1，…，Km∈E

pik1…pkmj∫
Λ

Φ( ym - f( Um + 1 ) ) ·Φ( ym - 1 - f( Um ) ) …·Φ( y1 - f( U2 ) ) ·

Φ( y0 - f( Ul ) ) dym…dy0 ;

当 l≥m + 2 时，

P ( l) ( ( )x，i) ，Λ × { j} ) = ∑
k1，…，Km - 1∈E

pik1…pkm - 1j∫
R

Φ( yl - 1 - f( Ul ) ) dyl - 1……

∫
R

Φ( ym + 1 - f( Um + 2 ) ) dym + 1∫
Λ

Φ( ym - f( Um + 1 ) ) …Φ( y0 - f( U1 ) ) dym…dy0 ;

其中 Ul = ( x0，…，xk1 ) ，Ul - s = ( yl - s，…，yl - 1，x0，…，xks + 1 - s ) ，1≤s≤ks + 1 ;

Ul - s = ( yl - s，…，yl - s + ks + 1 ) ，ks + 1 ＜ s≤l - 1．
引理 3 设 A1，A2 和 A3 成立，则由模型( 2) 确定的序列{ Y1 } 是 μm + 1 × λ 不可约和非周期的．
引理 4 设{ Yt} 是由模型 ( 2) 确定的序列，且 A1，A2 和 A3 成立，A 为 Rm + 1中的一个有界集合，且

μm + 1 ( A) ＞ 0，则∀i∈E，A × { i} 是一个关于{ Yt} 的小集．

3 模型收敛的一个充分条件

设{ Xt} 为( 1) 确定的序列，令Xt = ( Xt，Xt - 1，…，Xt - m ) ，t≥0，X0 = ( X0，X - 1，…，X - m ) 为初始随机向量．
{ Yt} 是由模型( 2) 确定的序列．

定理 1 假设模型( 2) 满足 A1，A2 和 A3，若又有( ⅰ) 存在常数 θi≥0，i = 0，1，…，m，使得∀j∈E， | f

( x0，…，xj ) | r≤∑
m

i = 0
θi | xi |

r ; ( ⅱ) ∀t≥0，E［| et + 1 |
r | Zt = i］≤1; ( ⅲ) ，θmax + ( m + 2 ) α1 /β

max ＜ 1，其中 θmax = max
0≤i≦m

{ θi} ，αmax = max
0≤i≦m

{ α1i，α2i} 成立，则存在唯一的概率分布 π* 及正数 ρ ＜ 1，使得对 X0 = ( X0，X - 1，…，X - m ) 的任

意可能的取值 )x 及任何 Λ∈Bm + 1，有

lim
t→∞

ρ - t‖P( Xt∈Λ |X0 = )x) - π* ( Λ) ‖r = 0 ( 3)

证明 首先证明{ Yt} : 是几何遍历的: 由引理 1，引理 3 和引理 4 知，在定理给定的条件下，{ Yt } 是一个

μm + 1 × λ 不可约和非周期的马氏链，且对 Rm + 1中任一有界集 A，以及∀i∈E，A × { i} 是一个小集．
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令 )x = ( x0，x1，…，xm ) '∈Rm + 1，取检验函数:

g( )x，i) = 1 +‖ )x‖∞ = 1 + max{ β0 | x0
r，…βm | xm |

r} ，且满足: β0 ＞ β1 ＞ β2 ＞…βm

|Xi + 1 |
r = | f( Xt，…，Xt - Zt + 1

) + εt + 1 |
r≤θmax ( |Xt |

r +… + |Xt - m |
r ) + | h1 /β

t + 1et + 1 |
r

= θmax∑
m

i = 0
|Xt - i |

r + |［α + α10 ( ε +
t ) rβ + α20 ( ε -

t - 1 ) rβ +… + α1Zt + 1
( ε +

t - zt + 1 )
rβ + α2zt + 1 ( ε

+
t - Zt + 1

) rβ］| 1 /β | et + 1 |
r

≤θmax∑
m

i = 0
|Xt - i |

r +［α1 /β + α1 /β
max ( | εt |

r +… + | εt - Zt + 1
| r) ］| et + 1 |

r

≤θmax∑
m

i = 0
|Xt - i |

r +［α1 /β + α1 /β
max ( |Xt |

r +… + |Xt - Zt + 1
| r) ］+ θmax∑

m

i = 0
|Xt - i |

r + Zt + 1 + 1) ) ］| et + 1 |
r

=［θmax + α
1 /β
max | et + 1 |

r ( Zt + 1 + 1) ］∑
m

i = 0
|Xt - i |

r +［α1 /β + α1 /β
max ( |Xt |

r | +… + |Xt - Zt + 1
| r］| et + 1 |

r

因此，对∀i∈E，)x = ( x0，x1，…，xm ) '∈Rm + 1，有

E［g( Yt + 1 ) | ( Yt ) = ( )x，i) ］=∑
j∈E

pij E ［g( Yt + 1 ) |Zt + 1 = j，Y1 = ( )x，i) ］

=∑
j∈E

pij E ［1 + max{ β0 |Xt + 1 |
r，β1 | x0 |

r，…，βm | xm - 1 |
r，|Zt + 1 = j，Yt = ( )x，i) }

≤∑
j∈E

pijE［1 + max{ β0［( θmax + α
1 /β
max | et + 1

r ( j + 1) ) ∑
m

i = 0
| xi |

r + α1 /β + α1 /β
max ( | x0 |

r +…

+ | xj |
r) ］| et + 1 |

r，β1 | x0 |
r，…，βm |Xm - 1 |

r} |Zi + 1 = j，Yt = ( )x，i) ］

≤1 + max{ β0［( θmax + α
1 /β
max ( m + 2) ) ∑

m

i = 0
| xi |

r + α1 /β］，β0 | x0 |，β1 | | x1 |，…，βm - 1 | xm - 1 | } ( 4)

令 δ = 1 - θmax - ( m + 2) α1 /β
max，则 0 ＜ δ ＜ 1，当‖ )x‖∞ 充分大，即∀K ＞ 0 有‖ )x‖∞ ＞ K 时，( 4) 式有上界:

( 1 - δ) ( 1 + max{ β0 | x0 |
r，β1 |X1 |

r，…，βm |Xm |
r} ) = ( 1 - δ) g( )x，i)

取 B = { ( )x，i) :‖ )x‖∞≤K，i∈E} ，则 B 是小集，且存在 C ＞ 0，0 ＜ ρ = 1 - δ ＜ 1，使得

E［g( Yt + 1 ) |Yt = ( )x，i) ］≤ρg( )x，i) ，∀( )x，i) ∉B
E［g( Yt + 1 ) |Yt = ( )x，i) ］≤C，∀( )x，i) ∉B

由文献［6］定理 1． 4． 4 及其注释知 { Yt} 是几何遍历的．
下证式( 3) 成立，由于{ Yt} 具有几何遍历性，故由定义知: 存在( Rm + 1 × E，Bm + 1 × F) 上的概率测度 π 及

常数 ρ: 0 ＜ ρ ＜ 1，使得 lim
t→∞

ρ - t‖Pt ( ( )x，i) ，·) - π( ·) ‖τ = 0 ( 5)

在( Rm + 1，Bm + 1 ) 上，定义集合函数 π* 如下:∀Λ∈Bm + 1，π* ( Λ) = π( Λ × E) ，显然 π* 是( Rm + 1，Bm + 1 ) 上

的概率测度．
设 )x∈Rm + 1，{ Y1 } 是以( X0，X - 1，…，X - m ) = )x 为初始值，由模型( 2) 确定的迭代序列，于是∀Λ∈Bm + 1，有

P( Xt，Xt - 1，…，Xt - m ) ∈Λ |X0，X - 1，…，X - m ) = )x)

=∑
j∈E

P( ( Xt，Xt - 1，…，Xt - m ) ∈Λ，Zt = j | ( X0，X - 1，…，X - m ) = )x)

=∑
j∈E
∑
j∈E

P{ ( Xt，Xt - 1，…，Xt - m ) ∈Λ，Zt = j | ( X0，X - 1，…，X - m ) = )x，Z0 = i)

P( Z0 = i | ( X0，X - 1，…，X - m ) = )x ( 6)

且 π* ( Λ) = π( Λ × E) =∑
j∈E
∑
i∈E
π( Λ × { j} ) P( Z0 = i | ( X0，X - 1，…． X - m ) = )x) ( 7)

因 E 是一个有限集合，于是由式( 5) ( 6) ( 7) 立得

lim
t→∞

ρ - t‖P( ( Xt，Xt - 1，…，Xt - r ) ∈Λ | ( X0，X - 1，…，X - m ) = )x) - π* ( Λ) ‖r = 0 ( 8)

又由文献［6］中定理 1． 4． 1 的证明过程知: π 是{ Yt} 的不变概率测度，从而由 π* 的定义易知 π* 是{ Yt }

的不变概率测度，且 π* 的唯一性可由 π 的唯一性导出． 于是由 π* 具有的性质及( 8) 知( 3) 成立．
( 下转第 140 页)
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