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含参数 Dai - Yuan 共轭梯度法及其收敛性
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摘要: 通过对 Dai - Yuan 共轭梯度法的分析，将 βDY
k 推广到更一般的形式． 根据搜索方向的下降性要求，得出含参数 Dai - Yuan

共轭梯度法． 在 Wolfe 条件下，证明了方法的收敛性; 在强 Wolfe 条件下，证明了方法的充分下降性． 含参数 Dai - Yuan 共轭梯

度法不仅仅是 Dai - Yuan 共轭梯度法在形式上的推广，其参数的合理选择有望使 Dai - Yuan 共轭梯度法良好的数值表现得到

进一步改善．
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1952 年 Hestenes 和 Stiefel 提出了求解正定线

性方程组的共轭梯度法，1964 年 Fletcher 和 Reeves
将该方法推广到求解无约束优化问题

minf( x) ，x∈Rn

其中 f: Rn→R1 为连续可微函数．
考虑一般的共轭梯度法

xk + 1 = xk + αkdk ( 1． 1)

dk =
- gk， 若 k = 1

- gk + βkdk - 1，若 k≥{ 2
( 1． 2)

其中 gk =▽f( xk ) ，xk∈Rn． 步长因子 αk 满足 Wolfe
条件:

f( xk ) - f( xk + αkdk ) ≥ - δαkg
T
k dk ( 1． 3)

g( xk + αkdk )
Tdk≥σgT

k dk ( 1． 4)

其中 0 ＜ δ ＜ σ ＜ 1． 假设第 k - 1 步的搜索方向 dk - 1

为下降方向，我们希望 βk 的定义使得第 k 步的搜索

方向 dk 也为下降方向，即:

dT
k gk ＜ 0 ( 1． 5)

1995 年 Dai 和 Yuan［1］提出:

βDY
k =‖gk‖

2 / ( dt
k - 1 ( gk - gk - 1 ) )

其中‖·‖，表示 Euclid 范数． 上式和( 1． 1) 、( 1． 2)

一起被称为 Dai - Yuan 共轭梯度法． 本文拟给出一

个符合要求的更一般的 βk ．

1 含参数 Dai －Yuan 共轭梯度法

由( 1． 2) 知，( 1． 5) 需要 βk 满足:

-‖gk‖
2 + βkg

T
k dk - 1 ＜ 0

设 βk ＞ 0，则:

‖gk‖
2 /βk ＞ gT

k dk - 1

这时可令

‖gk‖
2 /βk = gT

k dk - 1 - λg
T
k - 1dk - 1

= dT
k - 1 ( gk - λgk - 1 )

这里 λ 为参数，且 λ≥1． 由此得:

βk =‖gk‖
2 /dT

k - 1 ( gk - λgk - 1 ) ( 2． 1)

我们把( 2． 1 ) 和( 1． 1 ) 、( 1． 2 ) 一起称为含参数 Dai
- Yuan 共轭梯度法． 显然，λ = 1 时，为 Dai - Yuan

共轭梯度法．

2 收敛性证明

引理 3． 1［2］ 设目标函数 f( x) 下方有界，导数

▽f( x) 满足 Lipschitz 条件
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‖▽f( x) -▽f( ~x) ‖≤L‖x - ~x‖，∀x，~x∈Rn

考虑一般方法 xk + 1 = xk + αkdk，其中 dk 满足 dT
k gk ＜

0，步长因子 αk 满足 Wolfe 条件，则

∑
k≥1

( gT
k dk )

2

‖dk‖
2 ＜ + ∞

上式常被称为 Zoutendijk 条件．
引理 3． 2 考虑( 1． 1) 和( 1． 2) ，βk 按( 2． 1 ) 计

算，αk 满足( 1． 3) 和( 1． 4) ，则 gk = 0 对某 k 成立，或

者 dT
k gk ＜ 0，∀k≥1．
证明 设对所有的 k≥1，均有‖gk‖ ＞ 0，对

( 1． 2) 两端与 gk 作内积，并由( 2． 1) 得:

gT
k dk = -‖gk‖

2 +
‖gk‖

2

dT
k - 1 ( gk - λgk - 1 )

gT
k dk - 1

=
‖gk‖

2

dT
k - 1 ( gk - λgk - 1 )

λgT
k - 1dk - 1 ( 3． 1)

由 d1 = - g1，知 k = 1 时结论成立; 设 gT
k - 1dk - 1 ＜ 0 成

立，由( 1． 4) 知

gT
k dk - 1≥σgT

k - 1dk - 1 ＞ gT
k - 1dk - 1 ＞ λg

T
k - 1dk - 1

由( 3． 1) 知 gT
k dk ＜ 0，由数学归纳法即得证． 证毕．

推论 3． 3 由( 3． 1) 式，( 2． 1) 式也可写成

βk =
gT
k dk

λgT
k - 1dk - 1

( 3． 2)

定理 3． 4 设目标函数 f ( x) 下方有界，导数

▽f( x) 满足 Lipschitz 条件

‖▽f( x) -▽f( ~x) ‖≤L‖x - ~x‖，∀x，~x∈Rn

考虑方法( 1． 1) 和( 1． 2 ) ，其中 βk 按( 2． 1 ) 计算，步

长 αk 满足 Wolfe 条件( 1． 3 ) 和( 1． 4 ) ． 则，gk = 0 对

某 k 成立，或者 lim
k→∞

inf‖gk‖ = 0．

证明 用反证法． 假设结论不真，则必存在常数

c ＞ 0，使得‖gk‖
2≥c 对所有 k≥1 成立． 由引理 3． 2

知，每一个搜索方向必为下降方向． 现记( 1． 2) 为:

dk + gk = βkdk - 1

对两端取模平方并移项得:

‖dk‖
2 = β‖dk - 1‖

2 - 2gT
k dk -‖gk‖

2

将上式除以( gT
k dk )

2 且由( 3． 2) 得:

‖dk‖
2

( gT
k dk )

2 =
‖dk - 1‖

2

‖λ2 ( gT
k - 1dk - 1 ) 2 -

2
gT
k dk

-
‖gk‖

2

( gT
k dk )

2

( 3． 3)

记 lk - 1 =
gT
k dk - 1

gT
k - 1dk - 1

，由线搜索条件( 1． 4) 有:

lk - 1≤σ．
另一方面，( 3． 1) 式可写为

gT
k dk =

λ
lk - 1 - λ

‖gk‖
2 ( 3． 4)

代入( 3． 3) 式最后两项，得:

‖dk‖
2

( gT
k dk )

2 =
‖dk - 1‖

2

λ2 ( gT
k - 1dk - 1 ) 2 +

λ2 - l2k - 1
λ2‖gk‖

2 ( 3． 5)

在( 3． 5) 式中，依次令 i = 1，2，…，k 然后相加，并注

意到‖d1‖
2 = - gT

1d1 =‖g1‖
2，

‖dk‖
2

( gT
k dk )

2 = (
1
λ2 ) k - 1 1

λ2‖g1‖
2

+∑
k

i = 2
(
1
λ2 ) k - i λ

2 - l2i - 1
λ2‖gi‖

2 =∑
k

i = 1
(
1
λ2 ) k - i λ

2 - l2i - 1
λ2‖gi‖

2

由 λ≥1、题设‖gk‖
2≥c 及上式，得:

( gT
k dk )

2

‖dk‖
2≥

c
k

由调和级数的发散性，得:

∑
k≥1

( gT
k dk )

2

‖dk‖
2 = + ∞

与 Zoutendijk 条件矛盾． 表明结论为真． 证毕．
容易看出，定理 3． 4 的已知条件中包含引理 3．

1 的已知条件，Zoutendijk 条件应当成立，由此想到

反证法． ( 3． 2 ) 式在定理 3． 4 的证明中起到了很重

要的作用，它使得我们能够建立起递推式 ( 3． 5 ) ．

( 3． 5) 式中的递推项
‖dk‖

2

( gT
k dk )

2 与 Zoutendijk 条件中的

项
( gT

k dk )
2

‖dk‖
2 互为倒数，通过分析得出矛盾，从而证明

了定理．
另外，Al - Baali［3］在建立 FR 方法的收敛结果，

以及 Gilbert 和 Nocedal［4］在建立 PRP 方法的收敛结

果时，证明了( 或需要) 线搜索满足充分下降条件．
若步长因子 αk 满足强 Wolfe 条件，即，将 ( 1． 4 )

改为 | g( xk + αkdk )
T |≤σ | gT

k dk |，则也有类似结论．
推论 3． 5 由 | lk - 1 |≤σ 及( 3． 4 ) 式易得，含参

数 Dai - Yuan 共轭梯度法对 c = λ
λ + σ满足充分下降

条件，即: gT
k dk≤ - c‖gk‖

2 ．

3 结束语

本文将 βDY
k 推广到更一般的形式，得到了含参

数 Dai - Yuan 共轭梯度法，使 Dai - Yuan 共轭梯度

法是其在 λ = 1 时的特殊情形． 在 Wolfe 条件下，证

明了其收敛性，在强 Wolfe 条件下，证明了其充分下

降性． 当然，其数值表现还有待检验，λ 如何选取也
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有待进一步分析．
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Dai - Yuan Conjugate Gradient Method with Parameter and Its Convergence

ZHANG Jin - song，LI Hong

( College of Science，Jiujiang University，Jiujiang 332005，China)

Abstract: Through the analysis of Dai - Yuan conjugate gradient method，βDY
k will be generalized to a more common

form． According to the request of descent property of searching direction，Dai - Yuan conjugate gradient method with
parameter is obtained． In the condition of Wolfe line search，its convergence is proved; in the condition of Strong
Wolfe line search，its plenary descent property is proved． Dai - Yuan conjugate gradient method with parameter is
generalizing its form，the rational election of its parameter is also expected to improve the better numerical represen-
tation of Dai - Yuan conjugate gradient method．
Key words: Dai - Yuan conjugate gradient; wolfe condition; convergence; plenary descent property．
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