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摘要：

Bayes

统计学能够从空中楼阁的理论广泛地落地于自然科学、经济学和社会学等领域，得益于计算机技术和马尔可夫链

蒙特卡洛（

Markov chain Monte Carlo

，简称

MCMC

）法的发展。 文章介绍了

MCMC

方法在

Bayes

推断中的应用，主要讨论了

MCMC

方法中的独立抽样和随机游走抽样的

Metropolis-Hastings(M-H)

算法，利用可读性较强的

Matlab

程序来实现两种抽样算

法，并给出了详细的程序实施过程，分析了两种抽样的优缺点。 模拟分析结果表明：独立抽样

M-H

算法比较容易实施，但是要

求建议分布和后验分布的吻合度较高，否则计算效率低下，而且模拟效果不理想；随机游走抽样的

M-H

算法不需要建议分布

接近后验分布，模拟效果也比较好，因此，克服了独立抽样算法的不足，适用范围更广。
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著者最初对

Bayes

统计学推断法产生兴趣，可以追溯到

2014

年对加拿大西安大略大学的访学。 在访学

期间，师从国际著名结构工程专家

Hong Hanping

教授和

Zhou Wenxin

教授，从事

Bayes

推断法在油气管道

失效评估中的应用研究，并深刻感悟到

Bayes

推断法的卓越性和趣味性。 回国以后，笔者一直尝试将

Bayes

推断法用于全寿命周期内土木工程结构性能退化与剩余寿命评估方面，阅读文献的过程中发现这方面的国

内外研究成果非常有限

[1-3]

；因此，决定写一篇有关

Bayes

推断统计学中的热点话题———

MCMC

方法的文章。

众所周知，

MCMC

方法是一种利用计算机强大计算能力与仿真能力的

Bayes

推断方法

[4-7]

。 然而，即使计算机

能力再强大，由于程序设计有优有劣，用

MCMC

方法进行统计推断时也会出现有时成功，有时失败的结果。

至今为止，虽然已经有一些统计方面的软件

(

如

WinBUGS

和

OpenBUGS)

包含

MCMC

方法

[8-11]

，由于看不到源

码，很难根据实际问题进行二次开发；即使网上公开的一些

MCMC

源程序，很多情况下也得不到正确解。 基

于这个理由，本文在忠实追求

MCMC

理论框架的同时，用

Matlab

语言编制了一个可读性较强的源程序，并

对该程序的运行结果进行分析和讨论。

１

贝叶斯推断

本节拟对贝叶斯推断法做一个简单介绍。为此，我们先从传统的非

Bayes

统计学开始介绍。以硬币投掷

为例，考虑硬币投掷

1

次后出现正面的概率

θ

的问题，用随机变量

X

来表示投掷硬币正反面出现的结果，也

就是考虑当硬币出现正面（取

X=1

）和出现反面（

X=0

）的概率问题。 由于

X=1

的概率是

θ

，

X=0

概率是

(1-θ)

，

当随机变量

X

取

x

（

=0

或

1

）时的概率可以用下式表示为

P = θ

x

（

１-θ

）

１-x

（

1

）
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从上式可以看出，当

x

给定时，式（

1

）为

θ

的函数，又称似然函数。 在传统的统计学推断理论中，未知参数

θ

由似然函数的极值法 （极大似然函数法） 确定。 下面来观察

n

次硬币投掷的过程。 假定

n

次硬币投掷后，共

有

X

回正面出现。 众所周知，

X

取观测值

x

（

=0

，

1

，…，

n

）时的概率分布服从二项分布，即

P =

n

n "

x

θ

x

（

１-θ

）

n-x

（

2

）

上式和前述一样，如果

x

给定的话，是

θ

的函数，是似然函数。 根据似然函数的极值法，要使似然函数取得极

值，就是要使式（

2

）对参数

θ

取得极值，据此，当

θ=x/n

（参数

θ

的点推断）时似然函数取得最大值。 推断值

θ=

x/n

实际上表示硬币投掷

n

次后正面出现的比率，直观上就能得出的这个结论。

下面来考察一下

θ

的点推断值具有什么样的特征？ 谈到特征，由于

x/n

是一个常数，因此，

x/n

不应该会

有什么特征。 然而，话题不能到此为止。 由于

x

原本是随机变量

X

的观测值，所以我们应该讨论

X/n

，而不是

x/n

的特征。 众所周知，

X/n

是由独立同分布函数生成的样本数据的平均值，根据中心极限定理，当

n

取得足

够大（

n=30

即可）的时候，可以认为

X/n

服从均值为

θ

，方差为

θ

（

1-θ

）

/n

的正态分布。 这样，如果

X/n

作为

θ

的点推断值，则可以认为其期望值就是

θ

（无偏估计值），并能构建显著性检验（如：检验

θ=1/2

是否正确）。

将这个问题作更一般叙述。 当

θ

给定时，

X=x

的概率用

p

（

x｜θ

）表示。 当

x

给定时，

p

（

x｜θ

）是似然函数。 似

然函数取得最大值时有

θ=θ

赞

，是

x

的函数，记为

θ

赞

（

x

）；另外，由于

x

原本是一个随机变量

Ｘ

，则

θ

赞

（

x

）可改写为

θ

赞

（

Ｘ

），也是一个随机变量，所以

θ

赞

（

Ｘ

）具有随机变量的各种特征。 利用这些特征可以进行推断和检验。

一言以蔽之，在传统统计学中，未知参数

θ

是个常数，并不是随机变量，不存在着分布。 然而，在贝叶斯

统计学中是以未知参数

θ

为随机变量作为讨论的出发点，具有不确定性，参数空间

Ｔ

中每个未知参数

θ

值

对应着一个分布。这是传统统计学和贝叶斯统计学的核心区别

[12]

，也是传统统计学和贝叶斯统计学之间在哲

学上迄今争论不休的原因。本文不打算卷入他们这种纷争。姑且认为

θ

是个随机变量，它与数据

Ｘ

的联合分

布，使用条件分布后，可以表示成以下形式

p

（

x

，

θ

）

＝p

（

x｜θ

）

p

（

θ

）

＝p

（

θ｜x

）

p

（

x

） （

3

）

由上式可以直接得到下式

p

（

θ｜x

）

＝p

（

x｜θ

）

p

（

θ

）

／ p

（

x

）

∞p

（

x｜θ

）

p

（

θ

） （

4

）

式（

4

）即为贝叶斯定理，贝叶斯推断中利用贝叶斯定理来连接先验分布和后验分布。 其中：

p

（

θ

）为参数

θ

的

先验分布，

p

（

θ｜x

）为参数

θ

的后验分布，

p

（

x｜θ

）为似然函数，

p

（

x

）为

x

的边缘分布。 在

Bayes

统计学中，从

θ

的

先验分布出发，用观测数据对先验分布进行修正，修正后的分布表现形式即为后验分布。 值得注意的是，此

时

x

不再是随机变量（后验分布是

x

为给定时的

θ

条件分布）。 另外，由于边缘分布是个定值，所以后验分布

与先验分布和似然函数的乘积成比例，在下述的后验分布抽样中可以不考虑边缘的似然性。 后验分布是普

通的概率分布，因此可以直接用这个分布对

θ

进行各种推断（譬如用后验分布的模式和平均值作为

θ

的推

断值）。 由此可见，

Bayes

统计学中的后验分布和传统统计学中的

θ

赞

（

X

）分布属于两个体系，但相对而言，可以

认为它们的概念属地相同。顺便提一下，当先验分布不确定时，可以假定其服从均匀分布。从这个意义上讲，

笔者认为

Bayes

统计学包含了传统统计学内容，而且，在经济学等社会科学中其先验分布的假定通常是按

主观意识进行的，可以很好地将

Bayes

统计学应用于社会科学之中。

综上所述，在

Bayes

统计学中，先验分布是主观的，可以凭借经验与历史事实进行假定，主要认为是依

据先验分布和样本数据确定。但事实上，在很多情况下要用解析方法很难获得后验分布。此时最可行的方法

就是采用程序编制的马尔卡夫链蒙特卡洛（

MCMC

）数值模拟法。

2

基于

Metropolis-Hastings

（

M-H

）法的贝叶斯推断

在具体介绍

MCMC

方法的内容之前，先对贝叶斯统计学和传统统计学中可以共同利用的随机数（样本

信息）的推断方法进行阐述，并且探讨一下如何推断硬币投掷

n

次后正面出现的概率

θ

问题。 如前所述，假

2



第

1

期

如取正面出现的次数为

X

，则

θ

的推断值为

θ

赞

=X/n

。 由此可见，

θ

赞

（

X

）的概率分布是这个推断问题的核心。

前文已经指出，依据中心极限定理，

θ

赞

的分布服从正态分布。 然而，对那些不了解中心极限定理的人来

说，是否还有其它方法可以确定

θ

赞

的分布呢？ 在计算机出现以前，这个问题的回答是否定的，但如今并非如

此，利用

MCMC

数值模拟方法，即使是一个统计学的门外汉也可以得到

θ

赞

（

Ｘ

）的大概分布形式。 其实，求解原

理很简单，即假设真实参数

θ

为适当值，观测硬币投掷

n

次后的实际结果。 用

Ｘ

记录正面出现的次数，由此

可得到一个值

Ｘ/n

；接着，再投掷

n

次，可得到第二个

X/n

值；如此反复投掷硬币可得到无数个

X/n

。 根据这

些无数个

X/n

值，绘出直方图，可以认为这个图大概反映了

X/n

的概率分布。 当然，随机数的生成实际上没

必要去依赖投掷硬币，而可以全部由计算机来实现。 这种模拟的本质就是，通过符合

θ

赞

（

Ｘ

）分布的抽样（计算

硬币实际投掷

n

次后正面出现的比例）达到了解

θ

赞

（

Ｘ

）的概率分布目的。 因此，假如能够实现这种抽样的话，

那么根据这些样本数据就很容易绘出直方图。

与传统统计学中

θ

赞

（

Ｘ

）的概率分布相对应的贝叶斯统计学中

θ

赞

（

Ｘ

）的分布称为后验分布。 因此，在贝叶斯

统计学中若能从后验分布抽样，那么依据后验分布进行推断，在理论上是完全可行的。 当然，如果能直接用

解析法获得后验分布形式，就没有必要使用数值模拟，这就如同使用中心极限定理获得

θ

赞

（

Ｘ

）的概率分布后

而没有必要进行数值模拟一样。 然而，由于先验分布的假定多源自于分析者的自由构想，所以一般利用解析

法导出后验分布是不可能的，而是求助于从后验分布进行抽样进行数值模拟。 当下流行的手法当数

MCMC

数值模拟方法。

马尔卡夫链的最终状态平稳分布常常是存在的，但是不一定是唯一的。 我们利用马尔科夫链希望产生

唯一的平稳分布，这需要产生具有遍历性的马尔可夫链。 用

MCMC

方法进行数值模拟时，首先需要构造一

条马尔可夫链，使其平稳分布为参数

θ

的后验分布，然后通过构造出的这条马尔卡夫链生成样本序列，截取

其中已经收敛的有效样本计算

Bayes

推断中的参数期望值。

M-H

算法是

MCMC

抽样算法的核心，本文通过

Matlab

实现了独立抽样和随机游走的

M-H

算法，并对其执行结果进行介绍。

２.1

独立抽样的

M-H

算法

首先，从均值为

μ

，方差为

1

的正态分布中生成

10

个独立的样本数据，其均值为

5.098 1

，然后，采用

MCMC

方法对相关参数

μ

进行推断。 很显然，

μ

的似然函数服从均值为

5.098 1

，方差为

1/10

的正态分布，

μ

的先验分布则假定服从自由度为

5

的

t

分布，因此，

μ

的后验分布可以认为是正态分布与

t

分布之积。 于是，

参数

μ

的推断过程可以用三个

Matlab

函数程序来完成，它们简洁地给出如下：

% μ

的似然函数

function y=lieklihood

（

myu,data

）

;

y=

（

1/sqrt

（

2*pi*

（

1/data

（

2

））））

*exp

（

-

（

1/2

）

*

（

myu-data

（

1

））

^2/

（

1/datat

（

2

）））

;

end

%μ

的先验分布

~ t

（

5

）

function y=prior

（

x

）

;

y=pdf

（‘

t

’

,x,5

）

;

end

%

关于参数

x

的后验分布

function y=posterior(x,data);

y= prior(x)* lieklihood(x,data);

end

陈梦成，等：

Bayes

统计学与

MCMC

方法

3
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需要注意的是在似然函数中参数是由参数“

myu

”和观测数据“

data

”构成的，这正是似然函数完全可以

用参数和观测数据来描述的原因，它也与后验分布（

posterior

函数）相似。此外，程序中的

data

（

1

）存放样本数

据均值

5.098 1

，

data

（

2

）存放样本数据个数

10

。

如果能从以上获得的后验分布进行直接抽样的话，问题就简单得多，然而事实并非如此，需要采用

M-

H

抽样算法。

M-H

算法简述如下：首先，采用一个尽可能与后验分布相近的建议分布进行抽样，其次，通过

其它方式给定接受概率，最后，利用这个概率选择接受或者拒绝当前的抽样样本。 正如大家所知的那样，这

样得到的样本数据序列是一条经过一定时间 （燃烧期）、 服从后验分布的样本数据链。 本算例拟采用均值

5.0981

，方差为

1/10

的正态分布作为建议分布。 建议分布的抽样程序（函数

proposal_ran

）和建议分布的密度

函数（函数

proposal_pdf

）程序给出如下：

%

建议分布，依据

μ

的先验分布（自由度为

5

的

t

分布）与似然函数之积构成的后验分布确定。

%

该建议分布与

myu0

无关，是一条独立链。

function y=proposal_ran

（

myu0

）

;

global data;

y= data

（

1

）

+sqrt

（

1/data

（

2

））

*randn

（

1

）

;

end

%

建议分布的密度函数，该建议分布与此前

μ

样本值

myu0

的定义是彼此独立的（独立链）。

function y=proposal_pdf

（

myu0,myu_prime

）

;

global data;

y=1/sqrt

（

2*pi/data

（

2

））

*exp

（

-

（

1/2

）

*

（

myu_prime-data

（

1

））

^2/

（

1/data(2

）））

;

end

建议分布抽样程序给出了参数“

myu0

”，表示上一次从建议分布中抽出的样本值。 在很多情况下一般均

设定从建议分布中当前抽出的样本值依赖于上一次抽出的样本值。 然而，正如本问题的程序没有使用这个

“

myu0

”那样，从建议分布中抽出的样本值不依赖于过去的抽样样本，这就是所谓的独立链。下面给出建议分

布密度函数

proposal_pdf

，其参数是“

myu0

”和“

myu_prime

”。 “

myu0

”前面已经介绍过，“

myu_prime

”表示当前

从建议分布中抽出的样本值。 用以上两个参数定义密度函数

y

。 需要注意的是，由于建议分布中使用了独立

链，所以密度函数的表达式中没有出现“

myu0

”。

依据某一给定的接受概率选取由建议分布生成的样本程序给出如下：

%MH

算法样本选取程序

function y=selection

（

myu0,myu_prime,data

）

;

u=rand

（

1,1

）

; %

生成一行一列的（

0,1

）之间的均匀随机数

numerator=posterior

（

myu_prime,data

）

*proposal_pdf

（

myu_prime,myu0

）

;

denominator=posterior

（

myuo,data

）

*proposal_pdf

（

myu0,myu_prime

）

;

selection_p=min

（

1,numerator/denominator

）

;

if u＜selection_p

y=myu_prime;

else

y=myuo;

end

end

selection

是以建议分布的上一次抽样样本“

myu0

”、当前抽样样本“

myu_prime

”以及观测数据作为参数

的函数。 样本数据的本质就是通过接受概率使用后验分布抽样的关系，也就是，用接受概率作为是否接受当

前抽样样本的标准，如果是接受则输出当前抽样样本，否则输出上一次抽样样本。 另外，

Matlab

程序中给出

了接受概率的定义，

selection_p

函数表示。

4



第

1

期 陈梦成，等：

Bayes

统计学与

MCMC

方法

２.2

随机游走

Metropolis

算法

在

M-H

算法抽样中，除了有独立抽样，还有随机游走抽样。 本节拟讨论随机游走的

M-H

算法，并给出

相应的模拟算例。 由于只改变了建议分布，所以似然函数、先验分布和后验分布的

Matlab

程序无需改变，它

numerator=posterior

（

myu_prime,data

）

*proposal_pdf

（

myu_prime,myu0

）

;

denominator=posterior

（

myuo,data

）

*proposal_pdf

（

myu0,myu_prime

）

;

selection_p=min

（

1,numerator/denominator

）

;

使用以上程序进行

1

万次抽样，去掉其中初始抽样的

1 000

次

(

燃烧期

)

后得到的余下样本序列的时间

序列图和直方图分别如图

1

（

a

）和图

1

（

b

）所示。整个问题的

Matlab

主函数程序参见附录

1

。对于马尔卡夫链

的燃烧期的选择，在学术上目前还没有一个统一的标准，本示例中燃烧期的选取根据时间序列图中所示的

马尔卡夫链的收敛情况为初始抽样的

10%

。

在本算例中，图

1

（

a

）建议分布使用了正态分布，从得到的后验分布的抽样样本数据直方图图

1

（

b

）来

看，我们认为，该图明显地再现了正态分布，因此，就

M-H

算法而言，模拟结果令人感到非常满意。但是需要

指出的是，独立抽样的

M-H

算法中要求建议分布与后验分布相近，当它们出现较大差异时，模拟结果不大

理想，如图

1

（

c

）和图

1

（

d

）所示。 因此，独立抽样的

M-H

算法作为单独的算法很少使用。

图

１

独立抽样的

M-H

算法的模拟结果（先验分布为

t

分布）

Fig.１ Simulation of M-H algorithm for independent sampling

（

prior distribution with

“

T

”

distribution

）

（

a

）

M-H

法数据时间序列

（独立抽样算法：建议分布为正态分布）

（

b

） 去除燃烧期后的后验直方图

（

d

） 去除燃烧期后的后验直方图

１０

９

８

７

６

５

４

３

２

１

０

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

参
数

值

迭代次数

N

（正态分布）

独立抽样（正态分布）序列

（

c

）

M-H

法数据时间序列

（独立抽样算法：建议分布为均匀分布）

１０

９

８

７

６

５

４

３

２

１

０

参
数

值

迭代次数

N

（均匀分布）

独立抽样（均匀分布）序列

３００

２５０

２００

１５０

１００

５０

０

2 3 4 5 6 7 8

独立抽样（正态分布）结果分布

Hist

PDF

1 2００

1 00０

8００

60０

4００

20０

０

0 1 2 3 4 5 6

独立抽样（均匀分布）结果分布

Hist

PDF

频
率

频
率

参数值

参数值

×１０

３

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

×１０

３
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图

2

随机游走

(

误差项正态分布

)M-H

算法的模拟结果（先验分布为

t

分布）

Fig.2 Simulation of M-H algorithm for randem walk sampling

（

error term mormal distribution

）

（

a

）

M-H

法数据时间序列

（随机移动的

M-H

算法：误差项正态分布）

１０

９

８

７

６

５

４

３

２

１

０

参
数

值

迭代次数

N

（正态分布）

（

b

） 去除燃烧期后的后验直方图（误差项正态分布）

350

３００

２５０

２００

１５０

１００

５０

０

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5

Hist

PDF

注意到尽管图

2

中的建议分布使用的是随机游走分布，与图

1

中使用的正态分布完全不同，但得到的

抽样结果直方图几乎完全相同。 虽说用的是随机游走，但最终得到的建议概率分布也不过是是服从以上一

次样本数据为均值，

0.5

为方差的正态分布。从这个意义上讲，难道建议分布摆脱不了正态分布的魔咒？为了

防止读者对而对该抽样方法感到疑惑，下面再给出误差项服从样本区间（

-0.5,0.5

）的均匀分布的随机游走

建议分布的模拟算例。 与上一算例的不同之处在于建议分布的抽样程序和建议分布密度函数程序，它们分

别列出如下：

%

误差项服从均匀分布的随机游走链的建议分布，样本生成来自于随机游走过程（随机游走链）。

function y=proposal_ran_rw_unif

（

myu0

）

;

y=myu0+ rand

（

1,1

）

-0.5;

end

们的

Matlab

程序均与前述

2.1

节给出的相同。 下面使用随机游走抽样的建议分布中，随机游走的误差项服

从均值为

0

，方差

tau_square=0.5

的正态分布（函数

proposal_ran_rw

）：

%

建议分布，新的样本是由游走过程生成的。

function y=proposal_ran_rw

（

myu0

）

;

global tau_square;

y=myu0+sqrt

（

tau_square

）

*randn

（

1

）

;

end

与之相对应的建议分布的密度函数（函数

proposal_pdf_rw

）如下：

%

该建议分布与此前

μ

样本值

myu0

相关，遵循随机游走模型（游走链）。

function y=proposal_pdf_rw

（

myu0,my_prime

）

;

global tau_square;

y=1/sqrt

（

2*pi/tau_square

）

*exp

（

-

（

1/2

）

*

（

myu_prime-myu0

）

^2/tau_square

）

;

end

依据某一给定的接受概率选取随机游走抽样建议分布生成的抽样样本程序可以完全与上一节的抽样

样本程序一样。 但是， 由于随机游走误差项的方差

tau_square

为全局变量， 所以程序中使用了“

global

tau_square

”语句。 利用该程序抽样

1

万次，去掉初始抽样（燃烧期）

1 000

次后的抽样样本序列的时间序列图

和直方图如图

2

（

a

）和图

2

（

b

）所示。

频
率

参数值

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

×１０

３
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期

图

3

随机游走

(

误差项均匀分布

)M-H

算法的模拟结果（先验分布为

t

分布）

Fig.3 Simulation of M-H algorithm for randem walk sampling

（

error term: uniform distribution

）

（

a

）

M-H

法数据时间序列

（随机移动的

Metropolis

算法：误差项均匀分布）

350

３００

２５０

２００

１５０

１００

５０

０

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

随机游走抽样（均匀分布）结果分布

Hist

PDF

１０

９

８

７

６

５

４

３

２

１

０

参
数

值

迭代次数

N

（均匀分布）

随机游走抽样（均匀分布）序列

（

b

） 去除燃烧期后的后验直方图（误差项均匀分布）

陈梦成，等：

Bayes

统计学与

MCMC

方法

与其对应的建议分布的密度函数为常数（函数

proposal_pdf_rw

），程序如下：

function y=proposal_pdf_rw_unif

（

myu0,my_prime

）

;

y=1;

end

建议分布的密度函数“

proposal_pdf_rw_unif

函数”反映了建议分布的均匀随机性，是个常数。 这个程序

运行结果如下图

3

（

a

）和图

3

（

b

）所示。 图

3

完美再现了后验分布，再一次显示出

M-H

法的强大能力。

３

结论

1

） 通过可读性强的

Matlab

程序来实现了大家公认的、难度比较高的

M-H

（

Mestroplis Hastings

）算法。在

编制的源程序中，通过明确引入实参数和数据，计算什么，还需要什么，都一目了然。 源程序包括了

M-H

法

中的独立抽样（独立链）和随机游走抽样算法。

2

） 在独立抽样

M-H

算法中，根据建议分布得到的前后两次样本值是相互独立的，因此马尔卡夫链的

计算效率相对较低；当建议分布与后验分布接近的时候，马尔卡夫链收敛速度快，可以得到很准确的计算结

果；但是实际应用中，后验分布的形式往往并不明确，若建议分布与后验分布差别很大时，独立抽样算法的

表现较差，甚至无法收敛。

3

） 在随机游走

M-H

算法中，根据建议分布得到的当前样本值与前一次样本值是相关的，克服了独立

抽样

M-H

算法计算效率较低的缺陷。 文中分别给出了随机游走误差项服从正态分布和均匀分布作为最终

建议分布的样

M-H

算法的源程序，并给出了相应算例，均得到了计算效率高、收敛速度快的马尔卡夫链和

精确的计算结果。 该算法可用于贝叶斯推断过程中后验分布有时无法明确的情况。
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Ａbstract

：

Bayes statistics in a vacuum can be broadly applied to the fields of natural science, economics and so

cial science, which benefits from the development of computer science and technology and Markov Chain Monte

Carlo (MCMC) method. In this paper the application of MCMC method into Bayes inference was introduced, and

independent sampling and random walk sampling of Metropolis-Hastings(M-H) algorithm were mainly discussed.

The two sampling modes were readably programmed with Matlab, and their detailed implementation processes,

merits and demerits were talked about. It was shown by present simulation that, the independent sampling mode

is relatively easy to implement, but need the proposal distribution to be close to the posterior distribution; other

wise, the calculation efficiency is low and the simulation effect is unsatisfactory. The random walk sampling

mode don
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t need the proposal distribution to approach the posterior distribution and its simulation results are
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