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摘要：为了集成不同特殊的材料以提升结构的性能，提出一种非均匀温度场下的热固耦合结构多相材料拓扑优化设计的方法。

以应变能最小化作为目标函数以满足结构刚度要求，以各相材料的体积作为约束，建立非均匀温度场作用下的热固耦合结构

多相材料拓扑优化数学模型。 利用伴随矩阵法进行灵敏度分析，采用

Heaviside

过滤求解技术对灵敏度进行过滤，利用移动渐

近线算法求解优化问题。 数值算例结果表明，提出的非均匀温度场作用下的热固耦合结构多相材料拓扑优化方法是有效的。
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拓扑优化通常是在指定的载荷作用、边界条件及约束条件下寻求材料最优的布局，从而使某种性能指

标达到最优

[1]

。 然而，机械结构容易由于工作温度变化受到热载荷作用，例如航空发动机排气结构、超音速飞

行器的热保护系统等，因而对于这些结构，考虑热载荷作用进行热固耦合拓扑优化设计是非常必要的。

Ro鄄

drigues

等

[2]

首次提出基于均匀化方法的热固耦合结构拓扑优化设计方法。左孔天等

[3]

采用变密度法进行了热

固耦合结构拓扑优化设计。

Du

等

[4]

提出了基于无网格有限方法的热驱动柔顺机构几何非线性拓扑优化设计

方法。

Gao

等

[5]

采用热应力系数插值模型进行了热载荷作用下的结构拓扑优化设计。 李冬梅等

[6]

考虑可靠性

约束进行热固耦合结构拓扑优化设计。

Deng

等

[7]

提出基于多目标的热固耦合结构材料

/

结构一体化设计方

法。

Liu

等

[8]

采用导重法进行热固耦合结构拓扑优化设计。

Deaton

等

[9]

提出基于应力约束的热固耦合结构拓扑

优化模型。

Li

等

[10]

采用单一材料进行不均温度场作用的热固耦合拓扑优化设计。

为了满足结构的轻量化、多功能等综合性指标要求，使得采用单一材料进行拓扑优化设计模式转变为

多相材料拓扑优化设计

[11-13]

。因此，采用多相材料进行热固耦合拓扑优化设计受到关注。

Gao

等

[14]

采用两相

材料进行了质量约束下的热固耦合结构拓扑优化设计。

Sigmund

等

[15]

建立了多物理场条件下的多相材料插

值模型，进行了电热驱动柔顺机构多相材料拓扑优化设计。 总的来说，对于多相材料进行热固耦合结构拓

扑优化设计方面的研究甚少， 特别是对非均匀温度场作用下的多相材料热固耦合结构拓扑优化研究还显

得较薄弱。

本文提出了一种非均匀温度场作用下的热固耦合结构多相材料拓扑优化设计方法。 基于广义

SIMP

插

值方法建立多相材料插值模型，以应变能最小化作为目标函数，以各相材料（包括空洞材料）的体积作为约

束，建立非均匀温度场作用下的热固耦合结构多相材料拓扑优化模型。 利用伴随矩阵法推导目标函数及约

束的灵敏度，采用

Heaviside

过滤求解技术来避免优化问题迭代过程中出现数值不稳定性现象，将移动渐近

线算法（

method of moving asymptotes

，

MMA

）用于优化问题求解。
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1

拓扑优化模型的建立

1.1

热固耦合场有限元分析

对于二维的非均匀温度场下的热固耦合结构分析，热和结构系统可以分别离散为以下两个有限元方程

进行描述：

K

t

T=F

t

（

1

）

K

m

U=F

ε

（

2

）

式中：

F

t

为结构所受的热通量向量；

F

ε

为热应变引起的热载荷向量；

T

为节点的温度向量；

U

为单元节点的位

移向量；

K

t

和

K

m

分别为结构的热传导矩阵和结构的总刚度矩阵。

由温度场变化产生的热应变，因而引起的热载荷向量

F

ε

表示为

F

ε

=

Ｎ

i = １

移

Ω

t

乙

B

T

DaΔＴΦ

T

dΩ

（

3

）

式中：

B

为单元的应变矩阵；

D

为弹性矩阵；

a

为单元的热膨胀系数向量；

ΔＴ

为单元内任一点的温度场的变

化量；

Ｎ

为单元的数目；

Φ=

［

１

，

１

，

０

］；

Ω

为单元区域。

1.2

多相材料插值模型

广义

SIMP

插值模型由

Sigmund

等

[16]

提出，该模型可以对多相可选材料逐相混合建立多相材料插值数

学模型，以三相材料为例，其中包括两相实体材料和空洞，单元材料的弹性模量、热传导系数及热膨胀系数

的插值模型可分别表示为

E

i

（

x

1

，

i

，

x

２

，

i

）

＝x

1

，

i

Ｐ

１

［

x

２

，

i

Ｐ

２

Ｅ

１

＋

（

１－x

２

，

i

Ｐ

２

）

Ｅ

２

］ （

4

）

式中：

E

i

为单元

i

的弹性模量；

x

1

，

i

为判断是实体或者空洞设计变量；

x

２

，

i

为判断是实体

1

或实体

2

设计变量；

Ｅ

１

和

Ｅ

２

分别表示材料

1

、材料

2

的弹性模量；

Ｐ

１

和

Ｐ

２

均为惩罚系数，取为

3

。

k

i

（

x

1

，

i

，

x

２

，

i

）

＝x

1

，

i

Ｐ

１

［

x

２

，

i

Ｐ

２

k

１

＋

（

１－x

２

，

i

Ｐ

２

）

k

２

］ （

5

）

式中：

k

i

为单元

i

的热传导系数；

k

１

和

k

2

分别表示实体材料

1

、实体材料

2

的热传导系数。

α

i

（

x

1

，

i

，

x

２

，

i

）

＝x

２

，

i

Ｐ

２

α

１

＋

（

１－x

２

，

i

Ｐ

２

）

α

２

（

6

）

式中：

α

i

为单元的热膨胀系数；

α

１

和

α

２

分别表示实体材料

1

、实体材料

2

的热膨胀系数。

对于三相材料结构拓扑优化问题，设计变量取不同组合表示为不同的材料。

（

x

1

，

i

，

x

２

，

i

）

＝

（

１

，

０

） 实体材料

１

（

1

，

１

） 实体材料

２

（

０

，

０

） 空

空

%

%

%

%

$

%

%

%

%

&

洞

（

7

）

三相材料在结构的分布如图

1

所示。

由式（

3

）（

5

）（

6

），多相材料结构由热应力引

起的等效载荷可以表示为

F

ε

=

Ｎ

i = １

移

Ｅ

i

α

i

Ω

t

乙

B

T

D

0

ΔＴΦ

T

dΩ

（

8

）

式中：

D

0

为单元弹性模量的倒数与单元弹性矩阵

D

的乘积。

1.3

拓扑优化模型

在机械力载荷及热通量（非均温度场）作用

下，以结构的应变能最小化为目标函数来满足热

固耦合结构的刚度要求，以各相材料的体积为约

束，建立非均匀温度场作用下的热固耦合连续体

图

1

各相材料分布示意图

Fig.1 Distribution of each phase material

（

0

，

0

）

空洞

（

1

，

0

）

实体材料

1

（

1

，

1

）

实体材料

2
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min S

E

=

1

2

U

T

F

m

=

1

2

U

T

F

m

U

s.t.

K

m

U=F

ε

+F

s

=F

m

K

t

T=F

t

V

1

=

Ｎ

i = １

移

x

1

，

i

，

x

２

，

i

V

e

≤V

１

*

V

2

=

Ｎ

i = １

移

x

1

，

i

（

１－x

２

，

i

）

V

e

≤V

2

*

０＜x

min

≤x

1

，

i

≤1

，

i＝１

，

２

，…，

Ｎ

０≤x

２

，

i

≤1

，

i＝１

，

２

，…，

，

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

$

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

&

Ｎ

（

9

）

式中：

S

E

为结构的应变能；

F

s

结构所受的机械力载荷向量；

F

m

为结构所受的总载荷向量；

V

e

为实体单元的体

积；

V

１

*

和

V

２

*

分别为实体材料

1

、实体材料

2

的允许体积；

x

min

为设计变量

x

1

，

i

的下限，取

10

-5

。

1.4

灵敏度求解

采用基于梯度的优化方法对非均匀温度场下的热固耦合多相材料拓扑优化问题求解，优化问题的目标

函数及约束进行灵敏度分析是必要的。 采用伴随矩阵法及直接法进行优化问题的灵敏度分析。

由式

(8)

可得拓扑优化问题的拉格朗日函数

Ｌ＝S

E

＋λ

2

Ｔ

（

K

t

T－F

t

）

＋λ

１

Ｔ

（

K

m

U－F

m

） （

10

）

式中：

λ

１

和

λ

2

均为伴随矩阵矢量。

Lagrangian

函数对设计变量的灵敏度可求解为

坠Ｌ

坠x

j

，

i

=

坠S

E

坠x

j

，

i

+ λ

2

Ｔ

（

坠K

t

坠x

j

，

i

Ｔ-

坠F

t

坠x

j

，

i

）

+λ

1

Ｔ

（

坠K

m

坠x

j

，

i

Ｕ-

坠F

m

坠x

j

，

i

）

+

坠S

E

坠Ｕ

坠Ｕ

坠x

j

，

i

+

坠S

E

坠Ｔ

坠Ｔ

坠x

j

，

i

+λ

2

Ｔ

K

t

坠Ｔ

坠x

j

，

i

+

λ

1

Ｔ

（

K

m

坠Ｕ

坠x

j

，

i

-

坠F

m

坠T

坠Ｔ

坠x

j

，

i

） （

11

）

式中：

j=1

，

2

。

为了消除未知项的

坠Ｔ

坠x

j

，

i

及

坠Ｕ

坠x

j

，

i

，由于伴随矩阵矢量可以任意取值，则有下列两个伴随方程：

坠S

E

坠Ｔ

+λ

2

Ｔ

K

t

- λ

1

Ｔ

坠Ｆ

m

坠T

=0

（

12

）

坠S

E

坠U

+λ

1

Ｔ

K

m

=0

（

13

）

将式（

11

）和式（

12

）代入式（

10

）可得

坠Ｌ

坠x

j

，

i

=

坠S

E

坠x

j

，

i

+ λ

2

Ｔ

（

坠K

t

坠x

j

，

i

Ｔ-

坠F

t

坠x

j

，

i

）

+λ

1

Ｔ

（

坠K

m

坠x

j

，

i

Ｕ-

坠F

m

坠x

j

，

i

） （

14

）

由于结构所受的热通量和机械力的作用大小固定不变，

F

t

和

F

s

对设计变量

x

j

，

i

的敏度为

0

，由式（

8

）和

式（

13

）可得

坠Ｌ

坠x

j

，

i

=

1

2

Ｕ

T

坠F

ε

坠x

j

，

i

+λ

2

Ｔ

坠K

t

坠x

j

，

i

Ｔ+λ

1

Ｔ

（

坠K

m

坠x

j

，

i

Ｕ-

坠F

ε

坠x

j

，

i

） （

15

）

其中

坠F

ε

坠x

j

，

i

=

坠F

i

坠x

1

，

i

α

i

Ω

i

乙

B

T

D

0

ΔＴΦ

T

dΩ

（

16

）

坠F

ε

坠x

2

，

i

=

（

坠F

ε

坠x

2

，

i

α

i

+E

i

坠α

i

坠x

2

，

i

）

Ω

i

乙

B

T

D

0

ΔＴΦ

T

dΩ

（

17

）
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坠K

m

坠x

1

，

i

=P

1

x

1

，

i

（

Ｐ

１

-1

）

［

x

２

，

i

Ｐ

２

Ｅ

１

＋

（

１－x

２

，

i

Ｐ

２

）

Ｅ

２

］

K

0

（

18

）

坠K

m

坠x

2

，

i

=x

1

，

i

Ｐ

１

P

２

（

Ｅ

１

-Ｅ

２

）

x

2

，

i

（

Ｐ

2

-1

）

K

0

（

19

）

坠K

t

坠x

1

，

i

=P

1

x

1

，

i

（

Ｐ

１

-1

）

［

x

２

，

i

Ｐ

２

k

１

＋

（

１－x

２

，

i

Ｐ

２

）

k

２

］

K

g

（

20

）

坠K

t

坠x

2

，

i

=x

1

，

i

Ｐ

１

P

2

（

k

１

－k

２

）

x

2

，

i

（

Ｐ

2

-1

）

K

g

（

21

）

式中：

K

0

为实体单元刚度矩阵与材料弹性模型倒数的乘积；

K

g

为实体单元热传导矩阵与材料热传导系数倒

数的乘积。

各相材料的体积约束对设计变量直接求偏导，其灵敏度为

坠V

1

坠x

1

，

i

=x

2

，

i

V

e

（

22

）

坠V

1

坠x

2

，

i

=x

1

，

i

V

e

（

23

）

坠V

2

坠x

1

，

i

=

（

1-x

2

，

i

）

V

e

（

24

）

坠V

2

坠x

2

，

i

=-x

1

，

i

V

e

（

25

）

1.5 Heaviside

过滤技术及优化算法

为了获得更好的的离散

0/1

分布拓扑图，保证优化迭代过程稳定性，采用

Heaviside

非线性密度过滤技

术

[17]

，这种方法是利用

Heaviside

阶梯函数修正原线性过滤密度

x

赞

j

，

i

＝１－e

-βx

軃

j，i

+x

j

，

i

e

-β

（

26

）

式中：

β

为

Heaviside

函数平缓控制的参数。

式（

23

）中

x

j

，

i

的表达式为

x

j

，

i

=

1

i∈Ｎ

i

移

H

if

i∈Ｎ

i

移

H

if

x

j

，

i

（

27

）

式中：

N

i

是与单元

i

质心距离小于过滤半径

r

min

所有单元

f

的数目。

H

if

权重系数可表示为

H

if

=max

（

０

，

r

min

－dist

（

i

，

f

）） （

28

）

式中：

r

min

为过滤半径；

dist

（

i

，

f

）为单元

i

和单元

f

的质心距离。

移动渐近线算法将隐式原问题近似为一系列显式的线性凸子问题，利用移动近似子问题的解来不断逼

近获得一个原问题的近似解，它对于复杂的多个约束优化问题具有很好的鲁棒性

[18]

，因此本文采用

MMA

求

解非均匀温度场下热固耦合结构多相材料拓扑优化问题。

2

数值算例

现以非均匀温度场及机械力作用下的梁结构为例进行拓扑优化设计，在

Matlab

软件中编程实现。 梁结

构的设计域、作用载荷及边界条件如图

2

所示。梁结构的长度

L

与宽度

H

之比为

6∶2

，左右两端固定，结构上

端作用输入的热通量

F

t

大小为

1 W/mm

2

，机械力

F

s

作用在结构下端中点，大小为

10 N

。 实体材料

1

和实体

材料

2

的弹性模型分别为

E

1

=10 MPa

，

E

2

=5 MPa

， 实体材料

1

和实体材料

2

的热传导系数分别为

k

1

=10 W/

(mm

·

K)

，

k

２

=5 W/(mm

·

K)

，实体材料

1

和实体材料

2

的热膨胀系数分别

α

1

=5×10

-4

/k

，

α

1

=2×10

-4

/k

，两种实体材

料的泊松比均为

μ

1

=μ

2

=0.3

。 实体材料

1

、实体材料

2

及空洞允许体积占结构总体积份数分别为

0.2

，

0.2

，

0.6

。

设计域离散为

120×40

个

4

节点矩形单元。

采用上述实体材料

1

进行单相材料的热固耦合结构拓扑优化设计获得拓扑结构如图

3

所示。 基于多
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图

4

两相材料的结构拓扑图

Fig.4 Optimal topology obtained by multiple materials

图

2

设计域

Fig.2 Admissible design domain

相材料的热固耦结构拓扑优化获得拓扑结构如

图

4

所示，黑色区域表示实体材料

1

，灰色区域

表示实体材料

2

， 白色区域表示无材料即空洞。

由图

4

可知拓扑结构清晰，避免了多相材料拓扑

优化设计中容易出现的棋盘格等数值不稳定性

现象。 由图

3

及图

4

可知，基于单相材料及多相

材料获得的结构拓扑图大致相似，并且由多相材

料结构拓扑图可知：弹性模型较大的实体材料

1

（黑色区域）主要分布在变形大的区域，弹性模

量较小的实体材料

2

（灰色区域）主要分布在变

形小的区域。

图

3

单相材料的结构拓扑图

Fig.3 Optimal topology obtained by single material

当没有热载荷作用即热通量

F

t

大小为

0

时，多相材料的结构拓扑图如图

5

（

a

），可知实体材料

2

主要分

布在变形小的区域及实体材料

1

边界区域，实体材料

1

主要分布在变形大的区域。 当热通量

F

t

大小分别为

1

，

1.5

，

2

，结构拓扑图如图

5

（

b

），

5

（

c

），

5

（

d

）所示。由图

5

及表

1

可知，随着热通量

F

t

大小增加，拓扑优化获得

的结构的应变能增加，即结构的刚度降低，主要由于越来越多实体材料

2

分布在主要的变形大的区域，其材

料的弹性模量小，导致了优化获得的结构的刚度降低。

（

a

）

F

t

=0 W/m

2

（

b

）

F

t

=1 W/mm

2

（

c

）

F

t

=1.5 W/mm

2

（

d

）

F

t

=2 W/mm

2

图

5

不同热通量获得的结构拓扑图

Fig.5 Optimal topology with different heat flux
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结论

1

） 本文提出的多相材料进行非均匀温度场作用下的热固耦合结构拓扑优化设计方法是可行的，能够避

免棋盘格等数值不稳定性现象，获得清晰分布的拓扑图。

2

） 非均匀温度场作用下热固耦合结构多相材料拓扑优化获得最优材料分布，弹性模型较大的材料主要

分布在变形大的区域，弹性模量较小的材料主要分布在变形小的区域。

3

） 随着热通量的增加，不均匀温度场条件下的热固耦合结构多相材料拓扑优化获得结构的应变能增大，

即结构刚度降低
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表

1

不同热通量作用下的结构应变能

Tab.1 Strain energy under different heat flux

热通量

F

t

/

（

W/mm

2

） 应变能

S

E

/

（

N

·

mm

）

0 148.6

1 152.3

1.5 166.2

2 170.1
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Ａbstract

：

To obtain better structural performance by exploiting the advantages of different materials, a topologi鄄

cal design method of thermo-mechanical coupling structure using multiple materials under non-uniform temper鄄

ature field is proposed in this study. The objective function was developed by minimizing the strain energy to

satisfy the stiffness requirements, and the structure volume was restricted. The multi-material topology optimiza鄄

tion model of thermo-mechanical coupling structure subjected to non-uniform temperature field was also estab鄄

lished. The sensitivities of the objective function and the constraint were solved by the adjoint matrix approach.

The Heaviside filter technique was adopted to modify the sensitivities in to avoid the phenomenon of numerical

instability and the method of moving asymptotes was used to solve the topological optimization problem. The nu鄄

merical examples were given to illustrate that the proposed method is correct and effective.
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