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稳态非线性热传导问题的比例边界有限元法
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摘要：提出一种基于比例边界有限元法和 Kirchhoff 变换求解稳态非线性热传导问题的数值方法。 为了消除导热系数随温度变

化引起的非线性，引入 Kirchhoff 变换将非线性的偏微分控制方程简化为 Laplace 方程，因而可消除迭代计算。 作为一种兼顾了

有限元法和边界元法优势的半解析数值方法，比例边界有限元法只需在计算域的边界上划分网格且不需基本解。 在变换空间

采用比例边界有限元法求得高精度的数值解之后，借助 Kirchhoff 反变换可求得温度场。数值结果表明，所提的稳态非线性热传

导问题分析方法是行之有效的。
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Abstract：A new numerical algorithm is presented to solve steady-state nonlinear heat conduction problems by
combining the scaled boundary finite element method and the Kirchhoff transformation. In order to eliminate the
nonlinearity related to the temperature dependence of the thermal conductivity, the Kirchhoff transformation is
utilized to convert the nonlinear partial differential governing equation into the Laplace equation, and therefore
iterative computation can be avoided. As a semi-analytical numerical method that combines the advantages of fi-
nite element method and boundary element method, the scaled boundary finite element method only requires the
boundary without fundamental solution to be discretized. After the numerical solutions with high precision in the
transformation space are calculated by the scaled boundary finite element method, the inverse transformation is
required to derive the temperature field. Several numerical examples are presented to verify that the proposed
method is effective for steady-state nonlinear heat conduction problem.
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材料参数随温度变化引起的非线性热传导问
题广泛存在于航空航天、生物医学工程和冶金工程
等诸多实际工程领域[1-3]。 由于非线性热传导问题的
复杂性，很难得到解析解，因而研究其数值解十分
必要。 Thakur 等[4]求解了二维非线性瞬态热传导问
题。 王峰等[5]采用基于 Kriging插值的 MLPG法分析
了二维非线性稳态和瞬态热传导问题。 Yang 等[6]采
用径向积分边界元法分析导热系数随温度变化的
瞬态非线性热传导问题。 Cui等[7]采用单元微分法分
析多维瞬态非线性热传导问题。 朱强华等[8]提出了
一种基于特征正交分解（POD）和有限元法的瞬态
非线性热传导问题的模型降阶快速分析方法 。
Mierzwiczak等[9]采用 Kirchhoff变换对导热系数随温
度变化的稳态非线性热传导问题进行线性化，并采
用奇异边界法进行分析。

作为一种半解析的数值方法，比例边界有限元
法 [10]只需对计算域的环向边界离散为单元，并且在
未离散的径向可以解析求解。 相对于边界元法，这
种方法不需要基本解，也不涉及奇异积分的数值困
难。 目前，比例边界有限元法已被用于求解断裂力
学问题 [11-12]、弹性动力学问题 [13-14]、波导本征问题 [15]、
土-结构动力相互作用分析[16]和热传导问题[17]。 但目
前尚未见到采用比例边界有限元法进行非线性热
传导问题的工作。

鉴于比例边界有限元法的显著优势，本文将其
与 Kirchhoff 变换 [18-19]相结合，提出了求解稳态非线
性热传导问题的一种新方法。 利用 Kirchhoff 变换，
将非线性的偏微分控制方程转化为线性方程，然后
采用比例边界有限元法求解，并借助 Kirchhoff 反变
换求得温度场。 最后，通过两个典型算例验证了本
文所提方法的有效性。

1 稳态非线性热传导问题

考虑一个二维稳态热传导问题， 其计算域为
Ω， 边界为 Γ。 当热传导问题的导热系数随温度变
化，且无内热源，则相应的控制方程和边界条件可
写为

∂
∂x k（T） ∂T∂x( )+ ∂

∂x k（T） ∂T∂y( )=0 in Ω （1）

T=T� on Γ1 （2）

k（T） ∂T∂n =q on Γ2 （3）

式中：k（T）为随温度变化的热传导系数；T 为温度；

n 为边界外法向向量；Γ1为 Dirichlet 边界；T�为其上
给定的温度；Γ2 为 Neumann 边界；q 为其上给定的
热流密度。

为了消除式（1）的非线性，本文采用 Kirchhoff
变换[18－19]。 引入下式定义与温度相关的新变量

θ＝Ψ（T）=
T

0∫k（ξ）dξ （4）

则
dθ
dT =k（T） （5）

式（4）对应的 Kirchhoff反变换可写为
T＝Ψ-1（θ） （6）

将式（5）代入式（1），得到新的控制方程如下
∂2θ
∂x2 + ∂2θ

∂y2 ＝0 （7）

即将原非线性热传导方程变换成了用变量 θ
表示的线性方程。

根据式（5），边界条件式（2）和式（3）可变换成

θ＝θ�=Ψ（T�） on Γ1 （8）
∂θ
∂n =q on Γ2 （9）

2 比例边界有限元法

考虑如图 1 所示的比例边界坐标系，相似中心
为点 O，要求从该点可以看到边界上任意一点。 对
于有限域问题，径向坐标 ξ 的变化范围从 0 到 1，即
0≤ξ≤1。 当相似中心点与直角坐标系原点一致时，

计算域内任意点的笛卡尔坐标（x�，y�）可写为

x�＝ξx（s） （10）

y�＝ξy（s） （11）

图 1 比例边界坐标系统
Fig.1 The scaled boundary coordinate system
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式中：（x（s），y（s））分别为边界上任意点的笛卡尔坐标。
在比例边界坐标系下，梯度算子可表示为[14－15]

▽=b1
∂
∂ξ + 1ξ b2

∂
∂s

= 1|J|
y（s），s

-x（s），s
{ }∂∂ξ + 1|J|

-y（s）
x（s

{ }
）

∂
∂s （12）

式中：

|J|=x（s）y（s），s-y（s）x（s），s （13）
式（7）、式（8）和式（9）等效的泛函问题可表达为

δ 1
2 Ω∫ ∂θ

∂x( )
2

+ ∂θ
∂y( )

2( )d[ ]Ω =0 （14）

计算域内任意点的变量 θ（ξ，s）可半解析地表
示为

θ（ξ，s）=N（s）θ（ξ） （15）
式中：N（s）为边界结点形函数。

将式 （12）和式 （15）代入式 （14），然后对含
δθ（ξ），ξ项做分部积分，并考虑 δθ（ξ）T任意性整理可
得

E0 ξ2θ（ξ），ξξ+（E0+E1
T-E1）ξθ（ξ），ξ-E2θ（ξ）=0 （16）

P=E0θ（ξ），ξ+E1
Tθ（ξ）|ξ=1 （17）

P=
Γ2
∫N（s）T qdΓ （18）

式中：

E0 =
Γ∫B1（s）TB1（s）|J|ds （19）

E1 =
Γ∫B2（s）TB1（s）|J|ds （20）

E2 =
Γ∫B2（s）TB2（s）|J|ds （21）

式中：

B1（s）=b1（s）N（s） （22）
B2（s）=b2（s）N（s），s （23）

式（16）为二阶常微分方程组，采用矩阵函数 [20]

法可将其解表示为

θ（ξ）=Ψθ ξ
-Sn c （24）

式中：Sn 为与负特征值对应的 Schur 标准型；Ψθ 为

Schur 分解中与 θ 变量相关的模态；c 为可由边界条
件确定的积分常数。

将式（24）代入式（15）可求得域内各点的变量 θ
（ξ，s）值后，由 Kirchhoff 反变换式（6）可进一步求得
相应各点的温度 T（ξ，s）。

3 数值算例

为了验证所提方法的有效性，本文对一些典型
的稳态非线性热传导问题进行分析求解，并与相应
的解析解进行了对比。
3.1 算例 1

考虑一个边长为 1 的方板的稳态非线性热传
导问题，如图 2所示。 板的上端和下端为绝热边界，
板左端的温度保持为 Tl=300 K，右端的温度保持为
Tr=400 K。

导热系数与温度的关系为
k（T）=（k1+k2T）m （25）

式中：k1，k2和 m 均为常数。
将式（25）代入 Kirchhoff变换式（4），可得

θ=（k1+k2T）m+1/k2（m+1） （26）
经从 θ到 T的 Kirchhoff逆变换得

Tnum=Ψ-1（θ）= [k2（m+1）θ]
1

m+1 -k1

k2
（27）

为了研究数值解与解析解之间的误差，给出该
问题的解析解[9]为

Texact=
[（Ar-Al）x+Al]

1
m+1 -k1

k2
（28）

式中：
Ar=（k1+k2Tr）m+1 （29）
Al=（k1+k2Tl）m+1 （30）

计算时取 k1=-2 和 k2=0.01，将相似中心取在方
板中心，并将边界离散成 16个二次单元。 采用本文
方法，可以计算得到 m 取不同值时 y=0.5 处的温度
分布，如图 3所示。 为了方便比较，图 3还给出了相
应的解析解。 由图 3可知，本文方法计算精度很高，
与解析解之间的最大相对误差只有 2.02×10-10%。

图 2 算例 1 和算例 2 的模型
Fig.2 The model of example 1 and example 2
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3.2 算例 2
算例 2 同算例 1 一样，只是导热系数与温度的

关系假设为
k（T）=exp（k1+k2T） （31）

式中：k1和 k2为常数。 该问题的解析解[9]为

Texact=
ln[（Cr-Cl）x+Cl]-k1

k2
（32）

式中：
Cr=exp（k1+k2Tr） （33）
Cl=exp（k1+k2Tl） （34）

将式（31）代入 Kirchhoff变换式（4），可得
θ=exp（k1+k2T）/k2 （35）

经从 θ到 T的 Kirchhoff逆变换得

Tnum=Ψ-1（θ）= ln（k2θ）-k1

k2
（36）

计算时取 k1＝-2，将相似中心取在方板中心，并
将边界离散成 16个二次单元。 图 4 给出了 k2取不

同值时 y=0.5 处温度分布的数值解和解析解的比
较。 显然，本文数值解与解析解吻合非常好（最大相
对误差为 2.32×10-10%）， 这进一步验证了本文所提
方法的有效性。

4 结论

本文首次采用比例边界有限元法，建立了稳态
非线性热传导问题分析的整套求解算法。 由本文分
析和算例求解结果可以看出。

1） 不同于迭代解法，对于导热系数随温度变化
的稳态非线性热传导问题应用 Kirchhoff 变换可转
化为线性热传导问题进行求解，进而可以避免迭代
计算。

2） 作为一种半解析的数值方法，比例边界有限
元法具有精度高、 计算量小和数学处理方便等优
点，在拉普拉斯边值问题的求解中同有限元和边界
元相比更具优势。

3） 数值算例验证了本文方法在求解稳态非线
性热传导问题时具有较高的计算精度和计算效率。
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